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Chapitre 1

Réduction de matrices

1.1 Vecteurs propres-Valeurs propres

Notations du chapitre (sauf indication contraire)
- E désigne un espace vectoriel sur K, de dimension n.
- u un endomorphisme de E,
- A un élément de K et
Ex(u) = {z € E /u(z) = Iz}

Lorsque le contexte le permettra, on écrira seulement E) au lieu de E)(u).

Lemme 1.1 : Soit u € L(E)
1. VA e K E), est un sous-espace vectoriel de E

2. E) estle noyau de ’endomorphisme u — A\l dg. E\ = Ker(u— Aldg) ‘

3. La restriction de v a E)y est ’homothétie de rapport .

Définitions 1.2 (Valeur propre, Vecteurs propres et Espace propre) .

1. X\ est dite valeur propre de l'endomorphisme u ssi Ey # {0}.

2. Si A est une valeur propre de u, alors E) est appelé espace propre relatif a A

3. Les éléments non nuls de l’espace propre Ex sont alors appelés les vecteurs propres de u
relatifs a la valeur propre .

Corollaire 1.3 : Soit u € L(E)
A est une valeur propre de u — Tz #0 uz) =X\

Théoréme 1.4 :

1. SiXy, ..., Ap sont des valeurs propres de u deur a deux distinctes, la somme Ex, ®Ey, - -®E),
est directe.

2. Le nombre de valeurs propres de u est au plus égal o la dimension de E. (Ce nombre peut étre
nul.)

Hypothéses-Notations (suite) :
- Désormais E est supposé de dimension finie et dim(E) = n
- A désignera une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans K (¢ M, (K) )

Définitions 1.5 : Soit A € M, (K) et A € K.

1. A€ K est dite valeur propre de A s’il existe un vecteur colonne X non nul tel que : A.X =X X




2. Ex(A) = Ker(A—\I,) = {X e M,1(K) /] A(X) = A\X}

Théoréme 1.6 : Soient u € L(E), B une base de E, A = Mp(u) sa matrice représentative dans la
base B, et A € K.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est une valeur propre de u .
. X\ est une valeur propre de A = Mp(u).

. (u— Aldg) n'est pas injective.

. (A = \I,,) nest pas inversible.
. det(u — AIdg) = 0.
7. det(A — \,) = 0.

2
3
4. (u— Aldg) n’est pas inversible.
5
6

Théoréme 1.7 (récapitulatif) : Soient u € L(E), B une base de E, A = Mp(u), et A € K.
1. X\ est une valeur propre de u ssi A est une valeur propre de A = Mg (u).

2. Soit X le vecteur colonne représentatif du vecteur x € F.
-z € Ker(u— Adg) ssi X € Ker(A—\I,)

-z € Ex(u) ssi X € Ex(A).

Corollaire 1.8 : Soient u € L(E) et A € M,,(K) ot A = Mp(u)
1. Pour que A soit une valeur propre de l’endomorphisme u, il faut et il suffit que det(A—\I,,) = 0.

2. Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre X sont les solutions non nulles du systéme linéaire
(A=)X,).X=0
3. dim(Ey) =n —rang(A — \I,).

1.2 Polynome caractéristique.

On rappelle que K[t] désigne ’anneau des polynémes & une variable (dénotée t) sur le corps K, et que
cet anneau peut étre plongé dans le corps des fractions rationnelles a une variable.

Notations (suite) : Si on note I, la matrice identité de M, (K), A — tI, désigne une matrice
carrée d’ordre n, & coefficients dans K][t].

Proposition 1.9 : Soient A € M, (K) et u € L(E).

det(A —tI,) et det(u—tIdg) sont des polynémes de K|t]

Définitions-Notations 1.10 (polynéme caractéristique) :

1. Pa(t) = det(A - t I,,) désigne le polynome caractéristique de la matrice A.

2. P,(t) = det(u - t.Idg) désigne le polynéme caractéristique de l’endomorphisme u.

Proposition 1.11 : Soient A = (a;;)1<ij<n € Mn(K).

Le polynéme caractéristique de A est un polynome de degré n tel que :

1. le coefficient de " est (-1)™.

2. le coefficient de t"~1 est (-1)"Ya11 +ag2+ -+ ann) = (1)L Tr(4)
3. le coefficient constant est det(A).

Proposition 1.12 :



1. Deuzx matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.
2. Si A = Mp(u), alors Pa(t) = P, (t)

Rappel : Deux matrices A et B sont dites semblables s’il existe une matrice P inversible telle que
B=P~1.A.P; elles représentent alors le méme endomorphisme dans deux bases, et P est la matrice de
passage entre ces deux bases

Proposition 1.13 (caractéristique d’une valeur propre) :
A est valeur propre de A (resp. de u) ssi A est une racine de son polynéme caractéristique P4 (t) (resp.

Pu(t) ).
Définitions 1.14 : Soit A une valeur propre de A = Mp(u).
1. k()\) appelé Pordre de multiplicité algébrique de \, est le plus grand entier k tel que (A —t)*
divise Pa(t).

2. r(\) appelé Pordre de multiplicité géométrique de A est la dimension du sous-espace propre
E,

Proposition 1.15 : La dimension du sous-espace propre E) est au plus égale a I’ ordre de multiplicité
algébrique de X. |r(A) < k()

1.3 Diagonalisation

Définition 1.16 :

1. Un endomorphisme u de E est dit diagonalisable s’il existe une base de E formée de vecteurs
Propres pour u .

2. Une matrice A est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.
Proposition 1.17 : Soit u € L(E), et Mg(u) sa matrice représentative.
u est diagonalisable ssi Mg (u) est diagonalisable.

Définition 1.18 (polynéme scindable) :
Un polynome P(t) = ag + a1t + - - - + a,t™ est scindable ssi

Iy s Ay Tk, ok, Pat) = (M —0)F o x (0, — )R

Remarque : SiC désigne le corps des nombres complexes, alors tous les polynoémes a coeflicients dans
C sont scindables. Par contre, il existe des polyndémes a coefficients réels qui ne sont pas scindables, par
exemple : t2 + 1 est un polynome irréductible sur R .

Proposition 1.19 : Si A est diagonalisable, alors son polynéome caractéristique est scindable dans K

ATTENTION : La condition est nécessaire mais pas suffisante.

Théoréme 1.20 (Critére de diagonalisation) : A (ou u) est diagonalisable ssi
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Le polynéme caractéristique de A est scindable dans K.
Notons : Pa(t) = (A — )" x --- x (A, — )k o tous les \; sont distincts.
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2. Pour chaque valeur propre \; , son ordre de multiplité algébrique k; doit étre égal a son ordre de
multiplicité géométrique r; ( = dim(Ey,) )

ki = dlm(E)w)

Corollaire 1.21 : Soit A€ M(K) etu e L(E). Sile polynome caractéristique de A (resp. de u) a n
racines distinctes dans K, alors A (resp. u) est diagonalisable.

Proposition 1.22 Si A est diagonalisable, si D est une matrice diagonale semblable ¢ A (i.e. 3P D =
P~1.A.P), alors
A = PD* P7'  pourke IN

St de plus A est inversible alors

A = PD VPt et AF = PDF P pourke N

Algorithme 1.23 (de diagonalisation) : Soit la matrice A
1. On calcule son polynéme caractéristique Py et on essaie de le scinder

(a) Si Py n’est pas scindable (”factorisable complétement”) alors A n’est pas diagonalisable
et on s’arréte.

(b) Si P est scindable alors on le met sous la forme
Pa(t) = (=A% x - x (t =Nk,

ot tous les \; sont distincts
2. Pour chaque valeur propre A; on pose M; = A — \; I, E,, = Ker(M;) ;
on caleule r(N;) = n—rg(M;) = dim( Ey, ).
(a) Sir(\;)) = k; on détermine une base By, de E), en résolvant le systéme linéaire : M;. X
=0
(b) Sir(\;) # ki, alors A n’est pas diagonalisable, et on s’arréte.
3. Si pour chaque valeur propre la condition du 2-a) est vérifiée alors on continue :
~ Onpose : B = J_ By, = {v1, ..., vn}.
— On forme P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs colonnes représentatifs des vecteurs
vg  (matrice de passage de la base canonique initiale & la nouvelle base B).
— On forme D la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les \; valeurs propres (dans
le méme ordre) relatives auz v, de B.

La matrice D obtenue est la matrice diagonale semblable a la matrice A relativement a la base
Bie D=P ' AP

1.3.1 Exemples de diagonalisation et quelques applications

Exemple 1

4—t 1 -1
= A-tl = 2 5—t —2
1 1 1 1 2—t
2(t —5)
1. Etude de la valeur propre \; = 3
k(3) = 2 (multiplicité algébrique de A; ).
11 -1 rg(A-3I) =1
A-3I = 2 2 =2 = dim(E3) = 2 = r(3)
11 -1 r(3) = k(3)

Recherche d’une base de vecteurs propres pour Es. On résoud pour cela le systeme :
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r = —a+b

(A-3[)(X) =0 = X +y-z=0 = y = a =
z = b
T -1 1
Y =a 1 +b| O = avi + bvg
z 0 1

{v1, va } constituent donc une base de vecteurs propres de Es.

2. Etude de la valeur propre Ay = 5.

k(5) =1.
-1 1 -1 rg(A—5I) =
A—-51 = 2 0 -2 = dlm(E5) 1= (5)
1 1 -3 r(5) = k(b)
Recherche d’une base de vecteurs propres pour E;. On résoud pour cela le systeme :
-z + -z =0 T = z ro=
(AS)(X)=0 = { o Y e — o = {y _ 5, = y = 2a
z = a
T 1
Y =al 2 = avs
z 1

{vs } est une base de vecteurs propres de Es.

On obtient donc la matrice diagonale D semblable & A relativement & la matrice de passage P :

v V2 U3 u(vy) u(ve) wu(vs)
_ -1 1 1 e1 o1 - 3 0 0 U1
P = 1 0 2 o et D =P AP = 0 3 0 v
0 1 1 es3 0 0 5 U3
Application : Calcul de A"
A=PDP'! =— A" =pPD"P!
-1 0 1
OrP !t =1 -1/2 -1/2 -3/2 | donc
-1/2 -1/2 -1/2
3 0 0 (3™ +5")/2 (=3"4+5")/2 (3" —5")/2
D" = 0 3" 0 = A" = —-3" + 5" o" 3m — 5"
0 0 5" (=3"+5m)/2 (=3"+5")/2 (3.3" —5m)/2
Application : Calcul de A~!
1/3 0 0
A=PDP'! — A'=PD'P'! — A'=P 0 1/3 0 p-t
0 0 1/5
4/15 —-1/15 1/15
= Al=| -2/15 1/15 2/15
~1/15 —1/15 2/15
[Exemple 2 : |
-3 1 -1 -3—-t 1 -1
-7 5 -1 = A-tl = -7 5—-t -1
-6 6 -2 —6 6 —2—t
—(t+2)%(t—4)
Etude de la valeur propre \; = —2.



k(—2) = 2 (multiplicité algébrique de Ap).

-1 1 -1 rg(A+2I) = 2
A+2l = | =7 7 -1 = dim(Fs) = dim(Ker(A+2I)) =1
6 6 0 r(—2) % k(—2)

Donc A N’EST PAS DIAGONALISABLE.

Exemple 3 (dans R ) : ‘

P(t) ne se décompose pas dans R

Donc A N’EST PAS DIAGONALISABLE dans R .

1.4 Trigonalisation (triangulation)

Motivation : Soit T = Mg(u) une matrice triangulaire supérieure, représentative de 'endomorphisme
u, dans une base B .

Posons : Vi € {1,---,n} E; = Vectley, ..., €]
u(el) u(e2) u(eg) ... ... ... u(en)
® ° ° e e e ) el |E1 ‘ |
Y ° Y €9 ‘EQ |
° Y es |E3

L4 €n En
Propriétés de ’endomorphisme u représenté par la matrice triangulaire supérieure : T = Mg(u)
1. Vie{l,---,n} wu(E;) C E; (on dit alors que FE; est stable par u )
2. Vi<n E;, C Ei+1

Définition 1.24 : Soient u € L(E), et E’ un sous-espace vectoriel de E.
E’ est dit stable par u si u(E’) C E’.

Définitions 1.25 :

1. Un endomorphisme u est dit trigonalisable (triangulable) ssi il existe une suite strictement crois-
sante de n+1 sous-espaces stables par u telle que Eg = {0} et E, = F i.e.
{O}ZE()CElC"'CEn:E. (O’L\LEZ#ElJrl)

2. Une matrice A est dite trigonalisable (triangulable) ssi il existe une matrice T triangulaire supérieure
semblable a A

Proposition 1.26 : Soit u est un endomorphisme de E représenté dans la base B de E par la matrice

A = Mjz(u) :
. u est trigonalisable (triangulable) ssi A = Mg (u) est trigonalisable (triangulable) .
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Lemme 1.27 : Une matrice A est trigonalisable (triangulable)

ssi il existe une matrice T triangulaire inférieure semblable a A

Lemme 1.28 : Soit B = [e1, ..., €p, €p+1, ..., €,] une base de E.

By Bz

Notons : Ey = Vectler, ..., ep] et Ey=l[ept1, ..., €n]
Soient u € L(E) et A sa matrice représentative, triangulaire supérieure par blocs que 1’on notera :

u(el)7"'vu(6p)7 u(€p+1)7"'7u(eﬂ) €1
Ay A3 .
A= MB(U) = :
€p+1
0 Ao :

On obtient les résultats suivants :

1. Py, (t) divise Pa(t)
Conséquences : {\ / valeur propre de A2} C {\ / valeur propre de A}

2. Eq1 est un sous-espace de E stable par u.
3. Notons us ’endomorphisme de Ey tel que Mg, (uz) = Ao
(a) Vk>1 3Fwp € B/ ulepir) = wi + ua(eptr)
(b)) Yve By  FweE [ul)=w+us(v)
(¢) Vv € Ey vecteur propre de ug Iy € By /u(v) =y+ v

0
Tp4+1 0
(d) Si W = : est un vecteur propre de As alors V = - € Ey vérifie
’ p+1
T ) g, ,
Ty,

AV =Y + AV ouY € Ej.

Remarques : W et V représente le méme vecteur de Fy sous-espace de E ; 'un comme vecteur
de F> dans la base By , autre comme vecteur de E dans la base B.

Conséquences : Ce lemme va nous permettre d’établir d’une part la propriété caractéristique de la
triangulation d’une matrice et d’autre part de justifier I’algorithme de triangulation ci-dessous.

Proposition 1.29 (caractéristique de trigonalisation (triangulation)) : Soit A € M, (K)
A est triangulable ssi son polynéme caractéristique est scindable dans K.

Corollaire 1.30 Toute matrice a coefficients dans €' est triangulable.

Algorithme 1.31 (de trigonalisation (triangulation)) : Soit la donnée d’une base B de E, et
d’une matrice A = Mg(u) représentative de ’'endomorphisme u.

1. On calcule Py (t) le polyndme caractéristique de A et on recherche ses racines.
(a) Si Pa(t) n'est pas scindable, alors A n'est pas triangulable. On s’arréte.

(b) Sinon on le décompose. Posons en supposant que tous les \; sont distincts :

PA(t) = ()\1 —t)kl X oo X (As_t>k3
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2. Pour chaque valeur propre \; on détermine l’espace propre E; associé en construisant une base
B;. On obtient ainsi le systéme libre S = |J_, B; = [v1, ..., v, formé de p vecteurs propres
indépendants.

(a) Sipestégal an,S estune base constituée de n vecteurs propres, donc
A est diagonalisable, et on conclut en écrivant la matrice diagonale D semblable a A et la
matrice de passage P de B a S.

(b) Sip <n On compléte [v1, ..., v,] en une base de E, By = [v1, ..., v,] en utilisant les
vecteurs de la base B
On construit la matrice P de passage de B & By , et sa matrice inverse P~ , ainsi que la
matrice A1 = Mp, (u) représentative de u dans la nouvelle base By. On obtient alors :

w(i) - uw(vp)  u(pyr) oo u(vn)
)\1 0 U1
(%
0 A P
Av= Mg (w) = T
Up+1
0 A
Un

* Sip=mn—1, la matrice Ay est triangulaire, elle représente le méme endomorphisme u
que la matrice initiale. A et A1 sont donc semblables relativement a la matrice de passage

P.
3. Singn, stp<n—1, on pose :
= By = [vps1, o, val
— on considére By = Vect[vp41, -+, v,] sous-espace vectoriel de E

— on note u’ l’endomorphisme de E’y qui est représenté par A’ dans la base Bll. On a donc A’ =
MB; (u !) .
4. On travaille alors sur la matrice A’ = My (w’) :

— on calcule son polynome caractéristique (qui est un quotient du polynome caractéristique Py
de la matrice initiale A)
— On détermine les valeurs propres de A’ (qui forment un sous-ensemble des valeurs propres de

A).
— On détermine les vecteurs propres [wpi1, -+, wy] de A’ dans E’y (ces vecteurs auront des
composantes nulles sur fv1, ..., vp] si on les considére comme des vecteurs de E).
5. On considére le systéme S = [v1, -+, Up, Wpy1, ***, Wy
(a) siT=mn on pose By = [v1, <=+, Vp, Wpt1, -+, Wy]
(b) sir < n on utilise les vecteurs de la base [v1, ..., v,] pour compléter S en une base. On
note : By = [v1, *++, Up, Wpy1, =+, Wpy Wyyq, ==+, W]

On écrit A = Mp,(u) et Py la matrice de passage de B a B
(a) Si Ay est triangulaire, cette matrice qui représente le méme endomorphisme u que la matrice
initiale A est donc semblable a A relativement a la matrice de passage P, de B a Bs.

(b) Si Ay nlest pas triangulaire, alors on recommence a l’étape 3, avec By = [w] 1, ---, wy,].

1.5 Théoreme de Cayley-Hamilton

Définitions-Notations 1.32 Soient u € £(E) out E désigne un espace vectoriel de dimension n sur K,
et soit A une matrice carrée d’ordre n sur K.
Soit P(t) = ag + ait + ast® + --- + apt* un polynoéme & coefficients dans K.

1. Onpose : u’ = Idg, u' =u, Wt = uou’
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2. P(u) désigne l'endomorphisme :
P(u) = ap.ldg + aju + asu® + - + aguf
3. P(A) désigne la matrice :

P(A) = aO-In + alA + a2A2 + + a/kAk

Lemme 1.33 : Si A = Mp(u) est la matrice représentative de u dans la base B , alors P(A) est la
matrice représentative de P(u) dans cette base. i.e. :

P(A) = Mp(P(u))

Lemme 1.34 Soient P, Q, R des polynémes de K[t], et u € L(E)

P=QR — P = Qo R = R) o Qu).

Théoréme 1.35 (de Cayley-Hamilton ) Soient K un sous-corps de € , E un espace vectoriel sur K
,ueL(E), A e M,K), P, (resp. P4) le polynéme caractéristique de u (resp. de A). Alors :

P,(u) =0 et Ps(A) =0

Conséquences : Ce théoreme a de nombreuses applications pratiques que nous verrons en exercices.

1.6 Systemes différentiels linéaires a coefficients constants

Notations 1.36 :
1. ty désigne un élément de R .
2. I désigne un intervalle ouvert de R contenant tg
3. A = (a;;)1<ij<n une matrice & coefficients dans K = R ou €
4

C Xy XYy eeey Tny Y1, .., Yn rEprésentent des fonctions de I dans K, dérivables ; xl, y;-, désignent
les fonctions dérivées des fonctions correspondantes.

5. X = (zi)1<i<n et X' = (2})1<i<n des matrices colonnes a coefficients dans C* (I, K) de méme
pour Y = (yi)1<i<n €t Y = (y))1<i<n
6. by, ..., b, sont des fonctions continues de I dans K.

Position du probléme : On se propose d’étudier le systeme différentiel :

‘r/l (t) = al,lml(t) + -+ al,nxn(t) + bl (t)
x! (t) = a2171 (t) + - 4+ ag,nxn(t) + by (t)

2. . . . noté | X’ =A.X+B
x;z(t) = an,l‘rl(t) + e + an,nirn(t) + bn(t)

Les inconnues sont les fonctions (z;)1<i<n €t les parametres les fonctions (b;)1<i<n

Proposition 1.37 Soit P une matrice a coefficients dans K , inversible ; posons :
. Y=P1lX.
X est solution de X’ = A.X + B <= Y est solution de Y’ = P"'.A.P.Y + P~'.B.

Proposition 1.38 (Rappel) : Pour tout 7y dans K (= R ou € ), l’équation différentielle ='(t) =
Ax(t) + b(t) a une solution et une seule telle que x(tg) = xo.

¢
Cette solution est :  x(t) = xg.e?tt) 4 / A=) b(s) ds
to
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Proposition 1.39 (Systéme différentiel linéaire & coefficients constants) :
Pour tout Xo dans My, 1(K), le systéme différentiel X’ = A.X + B a une solution et une seule X telle
que : X(ty) = Xo .

Algorithme de résolution :Soit a résoudre 1’équation X' = AX + B.
(On conserve les notations du paragraphe)

1¢" cas: K=C

1. On cherche a diagonaliser si possible, sinon a trianguler la matrice A. On obtient donc une matrice
de passage P et une matrice T diagonale ou triangulaire telle que T = P~'AP.

2. On considere les nouvelles variables Y en effectuant le changement de variables X = PY ; P étant
une matrice & coefficients constants, on peut écrire X’ = PY”. Donc :
X'=AX+B = PY'=APY+B = Y' =P 'APY + P 'B=TY + P'B

On cherche donc a résoudre maintenant : Y/ =TY + P~ 1B

3. Si T est diagonale on obtient n équations indépendantes que 1’on résoud en utilisant la propriété
précédente (rappel), ce qui fournit Y.

4. Si T est triangulaire, on résoud les équations en utilisant la propriété précédente (rappel), en
commencgant par la derniere équation; puis on se sert des résultats trouvés pour résoudre la
(n —1)*™¢_ ainsi de suite jusqu’a la premiére équation, ce qui fournit Y.

5. On conclut en calculant X = PY.
2¢me cas: K=R

On recherche la solution dans € , cette solution est invariante par conjugaison donc réelle.

Proposition 1.40 (Equation différentielle d’ordre n & coefficients constants ) Soient (zg,...,Zp_1) €
K™, (appelées ”des valeurs initiales”), et soit I’équation différentielle (E)

(B)  z() = ap_1z™ V(@) 4+ -+ + a2’ (t) + apx(t) + b(t)
(E) a une solution et une seule telle que : x(ty) = xo, ='(to) = 1, -+, 2 V(tg) = x,_1

* Preuve : La résolution de cette équation équivaut a celle du systeme différentiel ou les variables sont

les fonctions (yo,...,yYn—1); On pose yo = x et
Yo(t) = Y1 (t)
yi(t) = Ya(t)
Yn—o(t) = Yn1(t)
Yn_1(t) = aoyo(t) + ay(t) + asye(t) + -+ 4+ an_ayn—1(t) + b(t)

On peut donc appliquer la proposition précédente.

1.6.1 Exemples de trigonalisation (triangulation) et quelques applications

Exemple 1

2 1 1
A= -2 3 -1 = Mp(u) ou B = ey, ez, e3]
0 -1 1

1. On calcule et factorise le polynoéme caractéristique de A :
Py(t) = det(A —tI) = —(t — 2)3. A possede une seule valeur propre A = 2
P4 est scindable, donc A est au moins trigonalisable (triangulable).

14



2. Détermination de Eo .

x
X = y | €E <<= (A-2I)(X) =0
z
On résoud donc le systeme :
y +z = 0 r = a 1
—2x 4y —z == y = a = X =a 1 a vy
-y —z = 0 z = —a -1
On obtient ainsi le vecteur propre v; = e; +es —e3 € Ey
3. dim(E3) = 1 # 3 (donc A n’est pas diagonalisable)
4. On compleéte le systéme libre [v1] pour construire une base By = [v1, va, v3] de E, (en utilisant
les vecteurs de B = [e1, ea, e3]). On pose :
V1 = e]+ex—e3 €1 = V2
vy = €1 — ey = U3
V3 = e es3 = —U] + v+ U3
5. On calcule Ay = Mg, (u) la matrice représentative de u dans la base B;
u(vy) = = 2
u(ve) = wule;) = 2e; —2e = 209 —2v3 . D'ou :
u(vs) = wule2) = e1+3e2—e3 = v+ 203
2 0 1
A = 0 2 0 = Mg, (u) ou By = [v1, va, vs]
0 2 2
. . ) 2 0 ,
6. On travaille maintenant sur A" = 9 o | = My, ) (0).
(a) Par(t) = (t—2)?

(b) Recherche des vecteurs propres de A’ en résolvant (A’

—2I)(Y) = 0 et en posant

Y . J 0 = 0 y 0
( . > On obtient donc : { %+0 = 0 = 1. — 4
Y =a ( (1) ) On peut donc considérer le vecteur wy =

(¢) On complete le systéme libre [v1, ws] pour construire la base Bo

D’oti :

»-xo‘

il

en utilisant les vecteurs de By = [v1, v2, vs]. On pose :
w = V1 v = wh
we = U3 — Vg = w3
w3 = V2 U3 = W2
(d) On calcule Ay = Mg, (u) la matrice représentative de u dans la base B
u(wy) = w(vy) = 2u0 = 2w
w(we) = w(vs) = wvi+2v3 = wi+ 2w
u(wg) = wu(ve) = 2w —2v3 = —2ws+ 2ws
2 1 0
Ay =T = 0 2 -2 = Mp,(u) ou By = [wy, we, ws]
0 0 2

7. La matrice triangulaire semblable a A que nous venons de construire est la matrice T

relativement & la matrice de passage P de la base B a la base By :

w, =
Wo =
w3y =

Exemple 2

15 1

-3

-1 —
5)

2
8
4
8

v =
V3 =
Vo =

15
)
-1
13

e] +ex—e3

€9 —

€1

10
= Mp(u)
18

P, =

1
-1

1 01
10
0 0

ou B = ey, e, €3, €4)

1

5

Y =

, wa, ws] de E, en
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1. On calcule et factorise le polynéme caractéristique de B :
Pg(t) = det(B — tI) = (t — 16)(t — 8)%. B possede comme valeurs propres \; = 16, et Ay = 8.
Pp est scindable, donc B est au moins trigonalisable (triangulable).
2. Détermination de Eq¢ .
x
X = Z €Eg <« (B—16I)(X) =0

h

On résoud donc le systeme :

—x 412y +15z +10h = 0 r = —3a
—3x -8y 45z +2h = 0 y = a
—x -4y —-17z —6h = 0 ad z = a =
5t +8y +13z +2h = 0 h = =3a
-3
1
X =a 1 = avy
-3
On obtient ainsi le vecteur propre v1 = —3e; + es + e3 — 3eq4 € Fig
3. Détermination de Eg .
x
X = Z €EBs <+ (B-8I(X) =0
h
On résoud donc le systeme :
Tr +12y +15z +10h = 0 r = a 1
-3z +5z +2h = 0 y = —a _ -1 _
—r -4y -9z —6h = 0 ) : = a — X =a 1 - e
5¢ +8y +13z +4+10h = 0 h = —a -1

On obtient ainsi le vecteur propre v = e; —es +e3 —eq € Eg
4. dim(Eg) = 1 # 3 (donc A est trigonalisable (triangulable), non diagonalisable )

5. On complete le systéme libre [ v1, vo] pour construire la base By = [v1, va, vs, v4] de E, (en
utilisant les vecteurs de B = [e1, e, e3, €4]). On pose :
v1 = —3e1+ex+e3— ey er. = —1/2v1 —1/2v9 4+ vz — 204
Vg = e —e€ex+e3—ey — €y = —1/21}1—3/2112—1-2113—31)4
vz = €3 €3 = U3
Vg = €4 €4 = Vg
6. On calcule By = Mp, (u) la matrice représentative de u dans la nouvelle base B;
u(vy) = = 16uv;
u(vg) = = 8vg
U(Ug) = U(eg) = 1561 + 562 —e3 + 1364 = 710’[)1 — 15’[)2 + 24’[)3 — 32’[)4 )
u(vg) = wules) = 10e; +2eq —6es + 18e4 = —6v; — 8vg + 8vg — 8uy
16 0 —10 -6
Dou: B; = 8 g ;Z 2 = Mgz, (u) ou By = [v1, ve, v3, v4]
0 0 —-32 -8

7. On travaille maintenant sur Bf = ( 248 > = My, v, (0).

-32 =8
(a) Ppi(t) = (t—8)
(b) Recherche des vecteurs propres de B’, en résolvant (B! — 2I)(Y) = 0 et en posant : ¥ =

z 16z+8h = 0 z = a
<h> Onadonc{ ~32:—16h = 0 :>{h = —2
0
1 s 0
Y = a( _9 ) Considérons le vecteur wg = — = v3 — 2u4
_9 5
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(¢) On compléte le systéme libre [ wy, wa, ws] pour construire une base de E

By = [wi, we, ws wy] , en utilisant les vecteurs de By = [v1, v2, v3, v4]. On pose :
w = U1 v = wa
w2 = V2 V2 = W2
—
w3z = vz — 24 v3 = w3+ 2wy
Wy V4 Vg = W4

(d) On calcule Ay = Mpg,(u) la matrice représentative de u dans la base Bs

u(wy) = u(vy) = 16w,
u(wz) = u(vs) = 8w, Dot :
u(ws) = wu(vy —2v4) = 201 + vy + 8vg — 16wy = 2w + wy + 8ws ’
w(wg) = u(vy) = —6v; —8uy+ 8wz +8wy = —6w; — 8wy + Sws + 8wy
16 0 2 —
0 8 1 -8 N
By, =T = 0 0 8 3 = Mpg,(u) ot By = [wy, wa, ws, wy]
0 00 8
8. La matrice triangulaire semblable 2 B que nous venons de construire est la matrice T' = Bs ,
relativement a la matrice de passage P de la base B a la base By :
w = v = —3e;+e3+e3—3eq -3 1 0 0
W = Vg = 61762%*63764 _ 1 -1 0 0
ws = wv3—204 = e3—2ey4 — Fop, = 1 110
Wy = V4 = €4 -3 -1 2 1
Application au calcul des puissances de la matrice A de ’exemple 1
Reprenons les résultats obtenus a I'exemple 1 :
2 1 1 2 1 0 1 01 0 0 —
A= -2 3 -1 ;T=1 0 2 =2 ; P = 1 10 s Pl=10 1 1
0 -1 1 0 0 2 1 00 10

Or T=P ! AP et A=PTP! = A" =p.T" P!

Remarque : T =21+ N ol

0 1 0 0 0 -2
N=1|10 0 -2 ; N2 = 00 O et N3 =0
0 0 O 00 O

Donc N est nilpotente d’ordre 3. et N et I vérifie NI =1N =N

On obtient donc :

™ = (2 + N)" = ZZ:O Ck.Nk.2D)* = CO.NO2"=0 1 + CL.N'2"—L.[ + C2.N2.2"2].
-1

— 97T £ 2" N 4 %2%%2

On obtient alors
2n p2nt —p(p —1)2n72
™ = 0 2m —n2"

d’out
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Chapitre 2

Espace dual

2.1 Dual d’un espace E

E désigne un espace vectoriel sur un corps K, de dimension finie égale a n.

Définitions 2.1 (Dual d’un espace vectoriel) :

1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire ¢ de E dans K .

2. L’espace vectoriel des formes linéaires, est appelé _dual de E et est noté E*.

Exemples : Formes linéaires :

LLE=M,K), M) = Tr(M)
1
2. E =K[X], oP) = [, P(t)dt
3. E = K[X], e(P) = ao, ol P=ay + a1 X + -, + a, X"
4.E =R3, p(v) = ax+by+cz ou v=1(x,Y,2)
5.E = R?, p(v) = x,  ou v=(x,y,2)

Proposition 2.2 :
1. St ¢ est une forme linéaire non nulle, alors elle est surjective.
2.Vpe E* (p#0 = dim(Ker(¢)) =n — 1)
3. VpeE* Vaxg€E ¢xg)#0 = E = K.zo @ Ker(p) .

Proposition 2.3 : Soient ¢, ¢’ € E*.

Ker(p) = Ker(¢') = 3ke K ¢ = k¢
Définition 2.4 Le noyau d’une forme linéaire est appelé un hyperplan.
Proposition 2.5 : Soit xg € E  20#0 = (Jp € E*  p(xg) #0)

Corollaire 2.6 : Soitzo € E (Vo€ E*  ¢(xg) = 0) = 29 =0

2.2 Bases duales

Proposition-Définition 2.7 (Base duale) : Soient B = [e1, ..., e,], une base de E. Considérons
les formes e; suivantes pouri € {1,--- ,n} :

;¢ F — K
. n
Vo= Xy SIU = ) T

19



1. Vie{l,---,n} & estune forme linéaire.

— ——— [ 1 si i=j
2.’Vz,y€{17~-~,n} cile;) = dij ‘_{O i it

3. (€i)ie{1,-,n} sont appelées les formes coordonnées sur B

4. B* = [e1, ..., e,] est une base de B

5. B* est appelée la base duale de B.

6. Soit p € E* @ = > " p(e)e

7. Soit o € E* tel que o = Y i pici, alorsVie {1,---,n} ¢, = p(e;)
T ®1

8 SiV = et ® = sont les colonnes représentatives de v et ¢ dans les bases
Tn /g Pn /) g»

respectives B et B* alors

(p(U) = tV(I) = t(I)V = P11 + P222 + - + PpTp

Proposition 2.8 :
dim(E*) = dim(E)

Proposition 2.9 (Changement de base ) : Soient B et B’ deux bases de E, B* et B'* leurs
duales et soient P la matrice de passage de B a B’, et Q la matrice de passage de B* a B'* alors

Q — tP—l
Proposition 2.10 : Soient B une base de E, et B* sa base duale, soit C = [p1, ..., ¢,] une autre
base de E*.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Il existe A = [ay, ..., ay], base de E, telle que A* = C .i.e. telle que

VZ,] € {1,,77,} @j(ai) = 6i,j

2. Si Q est la matrice de passage de B* o C alors P = Y(Q') est la matrice de passage de B a A

Exemple : Soient E = R?, B = [e1, e, e3] une base de E et B* sa base duale dans E*. Soit
C = [¢1, P2, @3] une autre base de E*

On recherche la base A, telle que A* = C

Pour cela on cherche la matrice de passage de B a A

Notons (z, y, z) les coordonnées d’un vecteur v dans la base B.

Considérons C définie par :

o) = o-y- e e
p(v) = 22—y—2z = Q=Mpc= 1 -1 3 51 =
_ -1 - 2
palv) = Sy 1 -1 2 ) e
a1 az a
i—ig e ay (’U) = —ey + 4eq + beg
P = t(Q_l) = MB,.A = 4 _9 1 es = (12(’()) = e1 — 2es + 3es
6 3 —1) e a3(v) = ©@7%
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Chapitre 3

Formes Bilinéaires et Formes
Quadratiques

3.1 Formes bilinéaires

Définition 3.1 (Rappels) :
1. Une forme bilinéaire b est une application du produit E x F de K-espaces vectoriels, a valeurs
dans K, qui est linéaire par rapport a chacunes de ses variables. i.e. :
eVu, v €E? YweF VA peK? bw+ w!, w) = \b(v, w) + ub(v, w)
e VweE VYw,w €F* VA peK? b, \w + pw') = Ab(v, w) + pb(v, w')

2. Une forme bilinéaire b sur E X E est symétrique 581
. Yo, w € E?  b(v, w) = b(w, v)
3. Une forme bilinéaire b sur E X E est antisymétrique 88t

Vo, w € B2 b(v, w) = —b(w, v)

Exemples :

1. Le produit scalaire usuel sur R3, noté b, défini par :
v=(z,9,2) et v = (2',y,7) = bv,v') =xz' + yy + 22/

2. Soient B = [e1, ..., ey], base de E ; et C = [cq1, ..., ¢, base de F
Soient v = x1e1 + x2e0 + x3€3, w = Y11 + Y2C2 + yscs et
soit b: ExF — K ,définie par: b(v, w) = 2z1ys + Txoys — T3ys

3. Forme bilinéaire canonique sur E

b: ExkE* — K
(x,0) — o)
4. Soit E = M xm(K)
b: ExE — K
(M, N) — Tr(*M.N)
5. Soit E = R, [X]
b: ExE — K

(P, Q) — [y P()Q(t)dt

Proposition 3.2 (Expression d’un forme bilinéaire relativement & des bases.) Soient B =
[e1, ..., ep] une base de E, et C = [e1, ..., ¢] une base de F.

Soit b: ExF — K une forme bilinéaire.

Posons : Vilgign legjgm Q= b(ei, Cj).

Pour tousve B etwe F :

n m 1<j<m 1<j<m
v = E Tie; etw = E yjc; = blv, w) = g bles, ¢j)ziy; = g QG T3y
i=1 j=1 1<i<n 1<i<n
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Proposition-Définition 3.3 : Soient B = [e, ..., e,] une base de E, et C = [¢/1, ..., €';;] une base
de F.
Définissons pour tout i€ {1,---,n}, , pour tout j€ {1, -, m} les formes suivantes :

bij: ExF — K
(v, w) = my; siv = 3L wie, etw = YL yic
Les propriétés suivantes sont vérifées :
1.Vie{l,---,n}, Vje{l,---,m}, b;; estune forme bilinéaire
2. Vi,ke{l,---,n}, Vjle{l,---,m}, bj(er, €) = 0;r0;,
8. (bij)ief1,-n}, je{1,.,m} est une base de Lo(E, F ; K). (dite base canonique).

Corollaire 3.4 :
Si dim(E) = n et dim(F) = m alors dim(Ly (E, F; K) ) =nxm

Définition 3.5 (Représentation matricielle d’une forme bilinéaire ) :
Soit B = [ey, ..., ey] une base de E et B/ =[¢/y, ..., €,,] une base de F.
Soit b une forme bilinéaire sur ExF, alors :

1. La matrice représentative de b relativement auz bases B et B’ est :

Mpp/(b) = (bij)i<i<ni<j<m  ouVi,j  bij = b(ei, €))

SUTL L ) >

2. Si Vet W sont les vecteurs colonnes représentatifs des vecteurs v et w dans les bases respectives
B, et B, alors :
b(v, w) = 25‘/]\43, B/(b)W

Notation : Si E = F et si b est bilinéaire sur E, alors on notera B = Mg(b).

Exemple dans R?x R? : Soit la forme bilinéaire b définie par
b(v, v)) = z12] + 2x125 — xox) + 3xoxh, ol (x1, x2), resp. (x), z5) représentent les coordonnées de v
et v’ dans la base canonique de R2, alors :

Ms(b>=(_} §)

Remarque : Si b est bilinéaire symétrique, alors Mg(b) est symétrique.

Proposition 3.6 (Changement de bases) : Soient b une forme bilinéaire sur Ex F, B et B’ deux
bases de E, et soient C et C’ deux bases de F.

Soient B = Mg ¢(b) et B’ = Mg/ ¢/(b) les matrices représentatives de b .

Soient P la matrice de passage de B & B’ et Q la matrice de passage de C & C’

B' = 'PBQ

Définition 3.7 : Une forme bilinéaire sur ExF est non dégénérée ssi
MeFE bv,w)=0 = w=0 et
VweF b, w)=0 = v=0

Exemples : Reprenons les exemples de formes bilinéaires cités ci-dessus
1. Le produit scalaire sur R? est une forme bilinéaire non dégénérée
2. La forme bilinéaire de ’exemple 2- est dégénérée

3. Celles des exemples 3-, 4-, 5- sont des formes bilinéaires non dégénérées

Proposition 3.8 (Isomorphisme entre F et E* ) :
Soit b: EXxF — K une forme bilinéaire non dégénérée. Définissons :

d,: £ — F* t<I>2:F—>E*
v — bl tel que bl(w) = b(v, w) ¢ w s b2

w
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

tel que b2 (v) = b(v, w)

w
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1. &1 et Oy sont des formes linéaires injectives.
2. dim(E) = dim(F).
3. 1 et 5 sont des isomorphismes

4. Vo€ E*  Fwuniqgue @ =02 (ie telqueYveE  ¢(v)=>bv, w))

Conséquence : On se limitera donc pour les formes bilinéaires non dégénérées a celles définies sur
ExFE

Définition 3.9 :Soit b: ExE — K une forme bilinéaire non dégénérée, symétrique

1. veE etw€E sont orthogonaux pour b ssi b(v, w) = 0

2. Soit AC E ={weE/YweA b, w)=0} (Uorthogonal de A)

Propositions 3.10 : Soit b: EXxFE — K une forme bilinéaire non dégénérée
1. Pour tout A C E, At est un sous-espace vectoriel de E.

2. Pourtout A C E, A C A+t

Propositions 3.11 : Soit E’ un sous-espace vectoriel de E, et b une forme bilinéaire symetrique non
dégénérée.
Si dim(E) = n et dim(E’) = p alors :

1. dim(E*+) =n —p

2. B = F

Dans ce chapitre,K désigne un corps de caractéristique différente de 2 et E un espace vectoriel sur K.

3.2 Formes quadratiques

Définition 3.12 (forme quadratique sur E) : Une application q: E— K est appelée une forme quadratique
sur F s’il existe une forme bilinéaire b : ExE — K telle que

’Vv €eE q(v)="b(v,v) ‘

Lemme 3.13 L’ensemble Q(E) des formes quadratiques sur E est un espace vectoriel.

Exemple : E = R. Définissons q par : q(v) = 22 + y? — 4wy siv=(z,y)

On peut prendre pour forme bilinéaire définissant q :

e by (v,v') =z’ +yy' — 32’y — xy’. On a bien q(v) = by (v, v)

o by(v,v') = xx’ + yy' — 22’y — 2xy’. On a bien q(v) = ba(v,v) mais de plus by est symétrique.

Lemme 3.14 Soient B = [e1, ..., e,] une base de E eti € {1,---,n}

~ Soit q; définie par : q;(v) = xF siv = Yo wie;; q; est une forme quadratique

— Soit q;; (pour i # j) définie par : q; j(v) = wix; siv = > xie;; ¢ ; est une forme quadratique
* Preuve : q; est définie par la forme bilinéaire b; telle que :

bi(v,w) =my; siv = > e etsiw = Yo yie

gi,; est définie par : b; ;(v,w) = §(sciyj + z;y;) sous les mémes hypotheses.

Lemme 3.15 : Si q est une forme quadratique , alors : ¢(\v) = A\2q(v)
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Proposition 3.16 (Expression d’une forme quadratique relativement & une base)
Soient B = [e1, ..., ey] une base de E; notons (8;;)1<ij<n, (Ti)i<i<n, (Uj)i<j<n des familles de
scalaires appartenant a K, v = Z?:l rie; etw = Z?Zl yje; des vecteurs de E; enfin ¢ désignera la
forme quadratique associée a la forme bilinéaire b définie par : b(v,w) = >, ; i<n Bijxiy; alors
1. q(v) = Zl<ij<n Bijxix; est un polynome homogéne de degré 2
2. Si P(xy, ..., x,) est un polynéme homogeéne de degré 2 alors la forme q définie par : q(v) =
Plxy, ..., xy) siv = > xe; est une forme quadratique .

Proposition-Définition 3.17 : Soit ¢ une forme quadratique sur E.

1. Il existe une et une seule forme bilinéaire symétrique by définissant q ( i.e. telle que Yv €
E  q(v) = bg(v,v)).
2. La forme polaire de q est la forme bilinéaire symétrique by définissant q

3. Soit by la forme polaire de la forme quadratique ¢

1
Yo,we B by(v,w) = §[q(v + w) — q(v) — q(w)]
Reégle de dédoublement des termes :
Soit B = [e1, ..., e,] une base de E. Soit q la forme quadratique définie dans cette base par :

a(v) = Picijen bigrizy siv = 3L wie

sto=3" me; etsiw=> ., ye;, alors by(v, w) s’obtient & partir de q(v) en remplagant :
e chaque terme z? par z;y;

e chaque terme z;z; par i(xzyj + ;).

Exemple sur R? : Soit ¢(v) = 22 + y? — 22 + 4oy — 3wz + 6yz siv= (2, vy, 2)

3
Alors by(v,v") = xza’ + yy' — 22" + 2(zy’ + 2'y) — 5(9&2' +2'2) + 3z + y2) siv=(z,y, 2) et
=@y 7).
On vérifie que : Yo € R®  ¢(v) = b(v,v).

Définition 3.18 : Soit B une base de E.
La matrice Mg(q) représentative de la forme quadratique q est la matrice représentative de sa forme
polaire :

Mp(q) = Mp(by)

Exemple sur R? : Soit ¢(v) = 22 + y? — day siv=(z,y) .
Alors by(v,v") = z2’ + yy' — 2(zy’ + 2'y) siv=(z, y, 2) et v = (2, ¢/, 2/).

et  Mgp(q) = ( 7; _i )

Conséquence 3.19 (Ecriture matricielle d’une forme quadratique) : Si V désigne le vecteur
colonne représentatif de v dans B, @Q la matrice représentative de q dans B

q(v) = "VQV

Lemme 3.20 ( Changement de base) : Soient P = Mg la matrice de passage de B 4 B/, Q =
Mp(q) et Q" = Mp/(q) alors
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2. 19(Q’) =19(Q)

Définitions 3.21 : Soit b, la forme polaire de la forme quadratique ¢ et Q@ = Mp(b,).

1. q est non dégénérée ssi by est non dégénérée

2. rg(q) Y rg(bg) < rq(Q)

déf

Lemme 3.22 : Soit b, la forme polaire de la forme quadratique ¢ et Q@ = Mg(by).

1. 19(q) est indépendant de la base choisie.
2. q est non dégénérée ssi rg(q) = n (= dim(E) )

Définition 3.23 (forme quadratique définie) : Soit q une forme quadratique sur E
1. v e E est dit isotrope ssi g(v) = 0.

2. q est une forme quadratique définie ssi q n’a pas de vecteur isotrope non nul
ssiVvveE  qv) =0=v =0

3. q est dite définie positive ssi Vv £0  q(v) >0
4. q est dite définie négative ssiVv #0  ¢q(v) <0

Proposition 3.24 : Soit q une forme quadratique sur E
Si q est définie alors q est non dégénérée

Proposition 3.25 : Soit E est de dimension finie et E’ un sous-espace vectoriel de E.
Si q est une forme quadratique définie alors :

E=F o E*

Définition 3.26 : Soit q une forme quadratique sur E, et soit une famille (e;);c; d’éléments de E

1. (e;)icr est dite orthogonale (pour q) ssiVi,j € I i # j = bg(ei,e;) =0

2. (&;)ier est dite orthonormée (pour q) ssi elle est orthogonale pour q et si de plus
Viel bq(ei,ei) =1.

Proposition 3.27 : Soit q une forme quadratique sur E les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Toute famille orthonormée pour q est libre.

2. Si q est définie alors toute famille ne contenant pas 0 et orthogonale pour q est libre.

Définition 3.28 :

1. Une famille orthogonale (pour q) qui est une base est appelée base orthogonale (pour q).

2. Une famille orthonormée (pour q) qui est une base est appelée base orthonormée (pour q) .

Proposition 3.29 : Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B = [eq, ..., e,] une base de E et
B* = ey, ..., e,] sa base duale. Soit q une forme quadratique sur E
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. B est une base orthogonale pour q.

2. La matrice de q dans B est diagonale.

A
Ao 0
Mgp(q) =

0

Sov = 3" weg = q(v) = \ad 4+ Xaxd 4+ ..+ N2k,
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4ov = Y me etw = Y00 yje; = by(v, w) = Mziyr + Aewayz + ..+ AaTpYn.

Proposition 3.30 : Soit B = [ej, ..., e,] une base de E et q une forme quadratique sur E telle que
q = MeT + Al + ...+ N\l
1. B est orthonormée (pour q) ssi \y = A\ = ... = A\, = 1.

2. Si B est orthonormée (pour q) alors q est définie positive

Lemme 3.31 : Soient (¢;)icq1,...,ny une famille de formes linéaires sur E et (\;)icq1,....ny une famille
de scalaires de K; soit ¢ une forme quadratique de forme polaire by.
v et w désignent des vecteurs de E.

(WweE q)=) Xgiw) = (W weE blv,w)=) Nipi(v)piw))
i=1 i=1

Proposition 3.32 : Soit q une forme quadratique sur E, soient (A1, ..., A,) des scalaires non nuls
de K. Les propriétés 1- et 2- sont équivalentes :

1. Il existe une base B de E dans laquelle la matrice représentative de q est diagonale, de la forme :

At

MB(Q) = ‘ 0

0

2. Il existe o1, ..., @, 1 formes linéaires indépendantes telles que
q = Mpl + oo+ Al

Définitions 3.33 :

1. Lorsque l'on a trouwvé r formes linéaires p1, ..., @, telles que ¢ = M3 + ... + A2 on dira
que : Uon a décomposé q en (somme de) carrés

2. Si de plus les formes linéaires sont indépendantes, on dira que
lon a décomposé q en (somme de) carrés indépendants.

Algorithme 3.34 : Décomposition de Gauss

q(v) contient un carré i.e. par exemple, ax? ol a # 0, on écrit alors :
q(v) = afr? + 2x1(>" termes sans z1) + Y. termes sans 1]

= a(z; + 11)? + Y termes sans x;

on pose :
e o1 =11 + 1 (Commentaire : [ est une forme linéaire)
e ¢y = Y termes sans (Commentaire : ¢ est une forme quadratique).

e on recommence a I'étape x avec go tant que ga # 0 .

i.e. si q(v) ne contient que des termes "rectangles” i.e. ax;x; ol i # j. par exemple ax;x2 ol o #
0 on écrit alors :

q(v) = afrize + 13 termes sans 1) + z2(D . termes sans x2)] + (D termes sans zp et sans xs)
on pose : Uy = x; + Y termes sans xo et Uo = x5 + > termes sans x;

On obtient alors : ¢(v) = a(¥1P3) + (D termes sans z; et sans xz)

Onpose:p; = 91 + s o = Y1 — 2 ga = > termes sans x1,sans oo

o @
On obtient donc : g(v) = Zgo% -1
et qo est une forme quadratique .

03 + ¢ Commentaires : @ et @ sont des formes linéaires

On recommence a l’étape x avec gz tant que ga # 0
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Proposition 3.35 : Pour toute forme quadratique q l’algorithme de Gauss fournit une décomposition
en somme de carrés indépendants.

Algorithme 3.36 (Construction d’une base orthogonale pour q) :
On se donne q par son expression dans la base B = [e1, ..., e,], et on notera BX = [e1, ..., €,] la
base duale de B.

1. On décompose q en somme de carrés indépendants par lalgorithme de Gauss. On obtient ainsi r

formes linéaires 1, ..., @, linéairement indépendantes dans B* telle que q = Z:Zl Xip?.
2. Si nécessaire (i.e. sir £ mn ), on compléte le systeme [p1, ..., @] en utilisant les vecteurs de B*
pour obtenir une base de E notée : C = [p1, ..., ©n]

3. On écrit la matrice de passage Ppx ¢

Y1 P2 o Pn

PB*C ==

En
4. On recherche A base de E telle que C* = A, en calculant la matrice de passage de B a A :

a1 as - Ap

€n

A1
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Conséquences :
[ ]

Vi,j  wila;) = 0i; car C est la base duale de A
Vi#j  bglai,a;) =0 car M(by) est diagonale
]

[a1, ..., a,] est orthogonale (se déduit de la proposition précédente).
o Si(Xy, ..., Xp)et(Yy, ..., Y,) sont les coordonnées respectives de de v et w dans la base A alors
pilv) = X; Vie{l,---,n}
q(v) = MX? 4+ XZ o+ . +  AX2
b(’l), ’LU) = )\1X1Y1 + )\2X2Y2 + cee + )\TXTYT
e Sir = n et si tous les coefficients \; sont positifs, alors q est définie positive et on peut a partir de la
base orthogonale A = [a1, ..., a,] construire une base orthonormée A" = [a/y, ..., a,] en posant :
s
a, = ———— pour tout i € {1,---,n}.
a\a;

Exemples : A voir en exercices

Corollaire 3.37 : Tout espace vectoriel possédant une forme quadratique q définie positive posséde
une base orthonormée pour q

Proposition-Définition 3.38 ( Loi d’inertie de Sylvester) : Si ¢ est une forme quadratique sur
un espace vectoriel réel, il existe deux entiers s et t, ne dépendant que de q tels que dans toute décomposition
de q en somme de carrés indépendants, ¢ = 2;21 Nip?, il y ait ezactement s coefficients \; positifs et
exactement t négatifs vérifiant r=s+t.

Le couple (s,t) est appelé la signature de q, et est noté : o(q).

Proposition 3.39 : Soit q¢ une forme quadratique sur E de dimension n, et
o(q) =(s, t) sa signature.

q est non dégénérée 88t s+t =mn

q est définie ssi s =m out=n

q est définie positive  ssi  o(q) = (n, 0)

q est définie négative ssi o (q) = (0,n)

Exemples sur R* : Notons v = xe; + yes + zes + tey

al) = 22 + 2% + 3t?  est dégénérée (donc non définie)

@) = 2 + 2y* — 522 + 3t est non dégénérée mais non définie

@a(v) = 22 + 24> + 522 + 3t? est définie (positive) donc non dégénérée
@) = -2 — 2y> — 522 — 3t? est définie (négative) donc non dégénérée
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Chapitre 4

Espaces Euclidiens

4.1 Produit scalaire, norme

Dans ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

4.1.1 Premieres définitions

Définition 4.1 (Produit scalaire) : La forme bilinéaire associée a une forme quadratique définie
positive sur E un R-espace vectoriel est appelée produit scalaire.

Notation : On notera < v |w > au lieu de by(v,w)

Exemples :
e Sur R" <v|w>=xy1 + @292 + -+ + Tpyn
onv=1(x1, ..., Tp) et w=(y1, -, Yn)

e Sur R,[X] =<P|Q>= fol P(t)Q(t)dt ou P, Q sont des polynémes de R, [X]

Définition 4.2 (Espace euclidien) Un espace euclidien est un espace vectoriel réel sur lequel est
défini un produit scalaire < | > .

Définition 4.3 (Norme) : Une application N : E —s R  est appelée norme sur E si elle
vérifie les 3 propriétés suivantes :

- Nw)=0=v =0

2- YweEVAeR N(w) =|A|.N(v)

3- WYwaweE Nw+w) < N@w) + N(w)

Exemples :

e Sur R"” No(v) = />, a7 ot v=(x1, ..., Tp)
Noo(v) = Sup; ||
Ni(v) = ||

o SwrR,[X] N(P) = /J, P?(t)dt on P estun polynéme de R, [X]

Définition 4.4 ("Norme” dérivée d’un produit scalaire |—| ) :
Soit (E, < | = ) un espace vectoriel euclidien, on définit Uapplication ||—| par :
= £ — R

v o— || = /<v|v-
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4.1.2 Inégalité de Schwarz, de Minkowski

Proposition 4.5 (Inégalité de Schwarz) : Soit (E, < | > ) un espace vectoriel euclidien.
waweE |<v|w-< ol [l

Uégalité n’ayant lieu que si v et w sont proportionnels.

Proposition 4.6 (Inégalité de Minkowski) : Soit (E, < | > ) un espace vectoriel euclidien.

Vo,weE  |v+w|| < v + |

4.1.3 Propriétés de la norme dérivée du produit scalaire

Proposition-Définition 4.7 : Soit (E, < | > ) un espace vectoriel euclidien.

1. L’ application ||—|| , dérivée d’un produit scalaire est une norme sur E.
2. L’ application ||—|| est appelée la norme (euclidienne) dérivée du produit scalaire.
Exemples :

e Sur R"™ N, est une norme euclidienne, mais N, n’est pas une norme euclidienne.

Proposition 4.8 : Soient (E, < | > ) un espace vectoriel euclidien, et
B = le, ..., en]nune base orthonormée de E. Posons v = Y i xie; etw = Y i | y;€;
- <U|w>‘: Zi:1$iyi

- ol = VEL

- <v|w=="WW ouV = etW =

4.1.4 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Proposition 4.9 (Rappel) : Soit (E, < | > ) un espace vectoriel euclidien.
E admet une base orthonormée

But : On se propose d’établir un algorithme différent de celui déja vu dans I’étude des formes quadra-
tiques . Cet algorithme sera spécifique aux espaces vectoriels euclidiens, .

Proposition 4.10 (Rappel) : Soient E un espace vectoriel quelconque.

St [€1, ", €k—1, €k, €ktls ", En] sont linéairement indépendants
. k-1
et si ap = er + Y, Ni€i (x)
ay L .y
alors  [e1, -, ex—1, W, €kt1,"",€n]  sont linéairement indépendants
ai

Algorithme 4.11 :
Partant d’une base quelconque B = ey, ..., e,], on lui applique pas & pas une transformation du
type (%) de la proposition précédente telle qu’a I’étape k, les k premiers vecteurs soient orthonormés.

30



Soit B = le1, ..., e,] une base quelconque de E .

. e
€1, ...y en] > [€l,ea, - €] ou ell:HeilH
1
>
> el ek, ert, o en] 0w {€1, ..., €k} sont orthonormés
) o o a = e - <erqa | € - €
> el € gy sen]  OU €., = _Gkt1
* l|ak+1]]
>
> [6/1,---,62,624_17'“,6;1]

Proposition 4.12 : Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt appliquée a une base quelconque B =

le1, ..., en] construit une base orthonormée B’ = [e},---,el] .
Corollaire 4.13 : SiS = [e1, ..., e,] est un systéme libre de vecteurs orthonormés, on peut compléter
le systéme S pour obtenir une base orthonormée commencant par [e1, ..., €]

4.1.5 Diagonalisation dans un espace euclidien

Lemme 4.14 : Soient E euclidien, u € L(E).

Si les deuz propriétés suivantes soient vérifiées :
1. Le polynome caractéristique de u scindé dans € n’a que des racines réelles
2. Tout sous-espace stable par u a son orthogonal stable par u

Alors u est diagonalisable dans une base orthonormée.

4.2 Endomorphisme adjoint

Dans ce paragraphe, F désigne un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté < — |
— =

Lemme 4.15 (Propriété du produit scalaire) Rappel
Vy,z (y=2z «— Vzx <z|y==<zx|z>
Proposition-Définition 4.16 (application transposée ) : Soient (E, < | =) un espace vectoriel

euclidien et u € L(E).
Pour tout u € L(E) il existe un et un seul endomorphisme de L(E) (noté u*) tel que :

VeVye B <uz)|y>===<2z|u(y) >

u*  est appelée l'adjoint de u

Corollaire 4.17 Soit u € L(E) et soienty, z € E.

Ve <ul@)|y-=<z|z») = z=1u"(y)

Proposition 4.18 Soit B = [e1, ..., e,] une base orthonormée de E. Soit A la matrice représentative
de u et A* celle de w* dans la base B .

Mp(u*) = "(Mp(u))
Proposition 4.19 Soit u, v des endomorphismes de E et soit A un scalaire de K.
1. u™* = u (Id)* = Id

2. (u+v)r=u"+v*, (QAu)r=*,  (uov)* =v*ou*

3. rang(u*) = rang(u),  det(u*) = det(u)
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4.3 Groupe Orthogonal

Dans ce paragraphe, F désigne un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté < — |
— -

Définition 4.20 (Endomorphisme orthogonal (isométrie)) : Soit u € L(E).

u est dit orthogonal (une isométrie) ssi il vérifie : Ve Vy € B <u(z) |uly) ==<z |y >

Proposition 4.21 : Soit u € L(E).

u est orthogonal <= Vi, je{l,...n}  <u(e;)|ulej) ===<e;|e; =
VeeE  u(x)|| = [

<~
<— wuw*u = Ildg

< u est inversible et u”! = u*
<~

limage par w d’une base orthonormée B (notée u(B) )
est une base orthonormée .

Définition 4.22 (Matrice orthogonale) : Soit 4 € M, (R)

A est dite orthogonale 881 tAA=1, 881 tAA=1,

Proposition 4.23 : Soient u € L(E) et B une base orthonormée de E
u est orthogonal ssi Mg (u) est orthogonale

Proposition 4.24 : soit A € M, (R
1. A est orthogonale 88t tA  est orthogonale

2. A est orthogonale sSi les vecteurs colonnes (resp. les vecteurs lignes) de A constituent une
base orthonormée pour le produit scalaire canonique de R™ .
Théoréme 4.25 .

Dans un espace vectoriel euclidien, la matrice de passage d’une base orthonormée a une autre base
orthonormée est orthogonale

Proposition 4.26 : Soit u un endomorphisme orthogonal de E.
1. det(u) = =£1.
2. Les valeurs propres de u wvalent +1.

3. Tout sous-espace stable par u a son orthogonal stable par u.

Corollaire 4.27 : Soit u un endomorphisme orthogonal de E, et P, (t) son polynéme caractéristique.
1. u est diagonalisable ssi Ip,q € N P,(t) = (1 —t)P(—=1 —t)?

2. Si u est diagonalisable alors u est diagonalisable dans une base orthonormée.
Définition 4.28 (Rotation) : Soit u € L(F)
u est appelé une rotation si u est orthogonal et si dét(u) = 1 .

Propositions-Définitions 4.29 .
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1. L’ensemble des endomorphismes orthogonaur de E est un sous-groupe du groupe des automor-
phismes de E, appelé le groupe orthogonal de E ; il est noté O(E).

2. L’ensemble des endomorphismes de O(E) dont le déterminant est égal a 1 est un sous-groupe de
O(E) appelé groupe spécial orthogonal ; il est noté SO(E)

3. L’ensemble des matrices orthogonales de M,,(R) est un sous-groupe du groupe des matrices in-
versibles de M, (R), appelé le groupe orthogonal de R" ; il est noté O(n).

4. L’ensemble des matrices orthogonales de My, (R) dont le déterminant est égal d 1 est un sous-
groupe de M,,(R) appelé groupe spécial orthogonal de R" ; il est noté SO(n)

Rappel : Soit G = (G, %, ()7%, I) ol o, est une opération binaire interne sur 'ensemble G, (A)~?
dénote l'inverse d’un élément A , et I est appelé élément neutre de I'opération. G est un groupe s’il
vérifie les axiomes de groupe (& revoir).

Soit H C G ; H est un sous groupe de G ¢§’il vérifie les propriétés suivantes :
1.VAABe H AxBeH

2.1eH

3.VAe H AleH

4.4 Endomorphisme symétrique

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension finie dont le produit scalaire
est noté < —|— >

Définition 4.30 : Soit E un espace vectoriel euclidien, et u € L(E).

u est dit symétrique (auto-adjoint) ssi Vr,y € E <u(x) |y >===<z|u(y) >

Proposition 4.31 : Soit u € L(F).
u est symétrique (auto-adjoint) <— u* = u

Proposition 4.32 : Soient u € L(E) et B une base orthonormée de E et Mp(u) la matrice représentative
de u dans B.

u est symétrique ssi A = Mp(u) est symétrique.

Proposition 4.33 : Soit u € £L(E) un endomorphisme symétrique de E.
1. Des vecteurs propres de u relatifs a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux
2. Les sous-espaces propres de u sont deuzx a deuz orthogonauz.

3. Tout sous-espace de E stable par u a son orthogonal stable par u.

Théoreme 4.34 : Soit £ un espace vectoriel euclidien de dimension n, et soit © un endomorphisme
symétrique de F.

1. Le polynéme caractéristique a n racines réelles (non nécessairement distinctes).

2. 1l existe une base orthonormée de vecteurs propres (i.e. u est diagonalisable dans une base ortho-
normée de vecteurs propres).

Théoréme 4.35 (Résultat fondamental) :

’ Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable.
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Chapitre 5

Espaces Hermitiens

Dans ce chapitre, E désigne un C-espace vectoriel.

5.1 Produit scalaire hermitien, norme

5.1.1 Premieres définitions
Définitions 5.1 .
1. Une application ¢ : E — € est dite antilinéaire si
Ve,ye B olx+y)=p@)+ply) e VreEVIEK p(A\r)= o).

2.E={¢: E — € /¢ antilinéaire }
3. Une application h : ExE — € est appelée forme sesquilinéaire si
elle est linéaire par rapport a la deuxiéme variable et antilinéaire par rapport a la premiére .

On a donc : h(z iz, Zﬂjyj) = Z il h (i, y5)-
i j i,
4. Notons L5(E) le C-espace vectoriel des formes sesquilinéaires sur E.

5. Une application h : ExFE — € est appelée forme hermitienne si elle est linéaire par

rapport a la premiére variable et vérifie h(y,x) = h(z,y).

6. Une matrice carrée H & coefficients dans € est dite hermitienne si tH = H.

Exemples : (Cf Cours)

Conséquences 5.2 .

— Une forme hermitienne est une forme sesquilinéaire.

~ Si h est hermitienne alors pour tout x € E, h(x,x) est réel.

— E* est un C-espace vectoriel de méme dimension que E.

— L’ensemble des formes hermitiennes sur E est un R-espace vectoriel mais pas un C-espace vectoriel.

— Les propriétés des formes hermitiennes sont analogues a celles des formes bilinéaires symétriques et
se démontrent en général de la méme fagon.

- Si H est a coefficients réels, H hermitienne équivaut a H symétrique.

Définitions 5.3 Soit A une forme hermitienne sur E.

1. = ety sont orthogonauz (par rapport a h) si h(z,y) = 0.
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2. Si X est une partiede F , X* ={zx € E | Yy € X h(z,y) =0} est un sous-espace de F,
appelé orthogonal de X .

3. h est définie positive si Ve#A0€E h(z,z)>0. Ce qui signifie :
Vee E h(z,z)=0 < =0
4. Un produit scalaire hermitien est une forme hermitienne définie positive.

5. Un espace hermitien est un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire hermitien.

On dit aussi “préhilbertien complexe”.

Exemples :
n
e Le produit scalaire canonique sur €* défini par : < X | Y »= Z Ty

i=1
e Voir exercices

5.1.2 Représentation matricielle

Définition 5.4 . Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

Appelons H la matrice (h(e;,e;))i; - On dira que H est la représentation matricielle de h dans la
base B.

Proposition 5.5 . Soit B = (e1,...,e,) une base de E, et h € L'3(E) (une forme sesquilinéaire de
Soit g : L'9(E) — M (T)

h o  H=(h(ei€5))i,
1. ®g est une bijection entre L'5(E) et My, o (C)

2. Siz,y€e B, ethe L'9(E) ont comme représentations matricielles respectives X, Y, et H alors
h(z,y) ='X.HY

3. Soit B et B' deuz bases de E et soit P la matrice de passage de B a B'. Soient H et H' les
matrices représentatives de h dans B et B’ alors H =tP.H.P.

4. La matrice représentative d’une forme hermitienne est une matrice hermitienne.

Notation : Lorsque h est un produit scalaire, on adoptera la méme notation que dans les espaces
euclidiens i.e. h(x, y) sera noté <z |y >~ et |z| désignera /< x| x >.

Proposition 5.6 Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormée de espace hermitien E ; soient
n

n
T = inei y= Zyiei et soient X,Y les colonnes représentatives respectives de x,y dans la
i=1

=1

base B

1L <z|y=="XY =371 &7, lzll = /2 im | @ |2
2.Vie{l...n} z; = (x|e;).

5.1.3 Norme Hermitienne

Définition 5.7 Une application N de E dans RT est appelée norme sur E  si les 3 conditions
sutvantes sont vérifiées :

1. Nz)=0 = =0
2.VaeE VYAelC N(\x)=|\|.N(z)
3. Vo,y € E N(z+y) < N(z)+ N(y)

Remarque : 2. implique N(0) = 0.
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Proposition-Définition 5.8 . Soit E, < — | — > un espace hermitien.

L’application ||—|| : E — R*

est une norme sur E.
xr <xlx>

On Pappelle norme hermitienne de l'espace E , (dérivée du produit scalaire).

Définitions 5.9 .
1. Un vecteur est dit unitaire si sa norme vaut 1.
2. Une base est dite orthogonale si ses vecteurs sont orthogonaux deux a deux.

3. Une base est dite orthonormée si elle est orthogonale et si ses vecteurs sont unitaires

Proposition 5.10 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt) Soit (e],...,e,,) une base quel-
/
s e
conque de I'espace hermitien F . Posons e1 = ,1
len]
i—1 el
3 4 - 1 / / 1
puis successivement pour i € {2...n} e/ =¢] — g oy € ek = er et e; = T
= e’
K3
On obtient ainsi une base orthonormée (ey, ..., en).

Corollaire 5.11

Tout espace vectoriel hermitien posséde une base orthonormée.

5.2 Endomorphisme adjoint

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel hermitien dont le produit scalaire est noté < — |
— >

Proposition 5.12 (Isomorphisme canonique entre £ et E* ) .
Soit®: E — E* ol <—|ly=: E — C
y — <—|y= x — <x|y>

® est un isomorphisme.

Proposition-Définition 5.13 Pour tout u € L(E) il existe un et un seul endomorphisme (noté u*)
appelé Uadjoint de u tel que :

VaVy € B <u(z) |y ==<z | u*(y) >

Proposition 5.14 Soit B une base orthonormée de E ; soit u € L(E) ; et soit A et A* les matrices
représentatives respectives de u et u*.

A ="

Proposition 5.15 Soient u, v des endomorphismes de E et soit A un scalaire de C.

1. w™* =u (Id)* = Id
2. (u+v)* =u"+v* (uov)* =v*ou*
3. (Au)* = u*

~—

4. rang(u*) = rang(u),  det(u*) = det(u
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5.3 Groupe unitaire

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel hermitien dont le produit scalaire est noté < — |
-

Proposition 5.16 Soit v € L(E) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1.Ve,ye B <u(z)|uly) —=<z|y > "u conserve le produit scalaire”.
22.VzeE |u(@)| = |z u conserve la norme“

3. uwou=1Id (uou*=1Id).

. u est bijective et u=! = u*
)

Définition 5.17 (endomorphisme unitaire) Soit v € L(FE) ; Si u vérifie 'une de ces propriétés
alors u est appelé un endomorphisme unitaire ou isométrie (linéaire).

Proposition 5.18 Le déterminant et les valeurs propres d’un endomorphisme unitaire sont de module
1.

Propositions-Définitions 5.19 .

1. L’ensemble des endomorphismes unitaires de ' est un sous-groupe du groupe des automorphismes
de E, appelé le groupe unitaire de E ; il est noté U(FE).

2. L’ensemble des endomorphismes de U(E) dont le déterminant est égal a 1 est un sous-groupe de
U(E) appelé groupe spécial unitaire ; il est noté SU(E)

Définition 5.20 ( matrice unitaire) .

Une matrice carrée complexe est dite unitaire si AtA=1,.

Propositions-Définitions 5.21 .

1. L’ensemble des matrices unitaires de M, (€) est un sous-groupe du groupe des matrices inver-
sibles de M, (), appelé le groupe unitaire de €" ; il est noté U(n).

2. L’ensemble des matrices unitaires de M, (C) dont le déterminant est égal & 1 est un sous-groupe
de M, (€) appelé groupe spécial unitaire de €" ; il est noté SU(n)

Remarque : O(n) = M, (R )NU(n) puisque si A est réelle et orthogonale alors A est unitaire.

Proposition 5.22 .Soit B une base orthonormée de E ; soient u € L(FE) et A sa matrice représentative
dans la base B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est unitaire.
L’image de B par u est une base orthonormée de E.

u est inversible et u=! = u*

™ o e

Les vecteurs colonnes de A constituent une base orthonormée pour le produit scalaire hermitien
canonique de C™.

A est unitaire.
A est unitaire.
A est inversible et A~ =tA

tA est unitaire.

© % RS ™

tA est unitaire.

10. Les vecteurs lignes de A  constituent une base orthonormée pour le produit scalaire hermitien
canonique de C".
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Corollaire 5.23 Dans un espace hermitien E, la matrice de passage d’une base orthonormée a une
base orthonormée est une matrice unitaire.

Proposition 5.24 Soit v € L(E)

Si tout sous-espace stable par u a son orthogonal stable par u alors, u est diagonalisable dans une
base orthonormée. C’est a dire qu’il existe une base orthonormée formée de vecteurs propres pour u.

Proposition 5.25 Soit v € U(F) endomorphisme unitaire.

Alors, tout sous-espace de E stable par u a son orthogonal stable par u.

Théoréme 5.26 .

Un endomorphisme unitaire est diagonalisable dans une base orthonormée.

5.4 Endomorphisme hermitien, Matrice hermitienne

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel hermitien dont le produit scalaire est noté < — |
— -

Définition 5.27 Un endomorphisme u de E est dit hermitien ou autoadjoint si :

Vr,y € E <u(z) |y ==<z|uly) >

Proposition 5.28 Soit v € L(FE) ;

u est hermitien ssi u = u*

Proposition 5.29 Soit B une base orthonormée de E. Soient u € L(E) et A sa matrice représentative
dans la base B.
u est hermitien ssi A = Mp(u) est hermitienne.

Proposition 5.30 Soit u € L(E) , endomorphisme hermitien
1. Des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
2. Tout sous-espace de E stable par u a son orthogonal stable par u.

3. Les valeurs propres de u sont des nombres réels.

Théoréme 5.31 Soit u € L(FE) , endomorphisme hermitien

u est diagonalisable dans une base orthonormée.

Corollaire 5.32 . o
Si A est une matrice hermitienne, alors il existe une matrice unitaire P (i.e.P~t = tP ) telle que
tP.A.P soit diagonale réelle.

Corollaire 5.33 .
Si A est une matrice symétrique réelle, alors il existe une matrice orthogonale P réelle (i.e.P~* =P )
telle que tP.A.P soit diagonale.

5.5 Endomorphisme normal, Matrice normale

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel hermitien dont le produit scalaire est noté < — |
-
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Définitions 5.34 .
1. Un endomorphisme v de E est dit normal si u*ou =wuou*.
2. Une matrice A de M,,(E) est dite normale si *tAo A= Ao'A

Proposition 5.35 . Soit B une base orthonormée de E et solent v € L(F) et A sa matrice
représentative.
u est normal <= A = Mpg(u) est normale

Exemples de matrices normales :

1. les matrices symétriques réelles
les matrices antisymétriques réelles
les matrices orthogonales réelles

les matrices hermitiennes

ANl

les matrices unitaires

Mais il y en a d’autres. Exemples : ( 1Z _i. >

Théoreme 5.36 . Soit u € L(E) et A € M, (E)

1. Siu est un endomorphisme normal alors u est diagonalisable dans €' dans une base orthonormée
(les sous-espaces propres sont 2 4 deux orthogonaux)

2. Si A est une matrice normale alors A est diagonalisable dans € dans une base orthonormée pour
le produit scalaire hermitien canonique de C".

Lemme 5.37 . Soit © un endomorphisme normal de F et Ej\- lorthogonal du sous-espace propre
relatif a la valeur propre A de w.

1. Ei‘ est stable par u.

2. La restriction de u a Ey- est un endomorphisme normal.
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Chapitre 6

Exercices

6.1 Réduction de matrices

1. Soit f un endomorphisme de E K-espace vectoriel
(a) Etude des valeurs propres de f* connaissant celles de f.
(b) Quelles sont les valeurs propres possibles de fsifof =f
(c) Donner la forme des matrices diagonales vérifiant A? = A,
(d) Quelles sont les valeurs propres possibles de fsi f2 =1
(e) Donner la forme des matrices diagonales vérifiant A? = 1.
(f)

(g) f nilpotent est-il diagonalisable ? Quelle est la forme des matrices diagonales nilpotentes ?

f) Quelles sont les valeurs propres possibles de f si f est nilpotent ( i.e. tel que 3k / f¥ = 0)

2. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

(a) Montrer que
u injectif <= 0 n’est pas valeur propre de u.

(b) Montrer que si u est bijectif,
A valeur propre de u <= 1/\ valeur propre de u~!.

3. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, ou A est inversible.
Montrer que A.B et B.A ont le méme polynéme caractéristique.

4. Soit E = { frap € F(R,R) / (o, 3) € R ol pour tous nombres réels (o, ) :
f(aﬁ) : R — R
x —  fap) =eF(ach(x)+ psh(z)) }
(a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (R ,R ) . En donner une base.
(b) Vérifier que 'opérateur de dérivation est un endomorphisme 9 de E.
(¢) Donner la matrice de @ dans la base précédemment choisie.
(d) Si 0 est diagonalisable, donner une base dans laquelle la matrice de @ est diagonale.

5. Soit a un réel positif. On note D ’espace des fonctions indéfiniment dérivables de ]-a,a[ dans € .
Soit u:D — D définie par

VfED Vad-ad u(f)(x):/omf(t)

(a) Montrer que u est un endomorphisme de D.
(b) Déterminer Ker u et Im u.
(¢) Déterminer les valeurs propres de u.

6. Onnote 2 = {x = (Ty)neny /Vn z, €C et 300 |z, |* < oo}
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(a) Montrer que ¢? est un C-espace vectoriel de dimension infinie.
u(z)y = 0

est linéaire.
wx)y = Tpo1

.2 2 Sfini
(b) Montrer que w : £* — ¢ défini par { Vn <1

(¢) Montrer que u n’a pas de valeur propre.

7. Soient
— E l'espace des polynéénes de degré < 2n sur €
a—1b 7
u: E e E
P +— uP) tquP)=(X-a)(X-b)P-(2n X-n(a+b) + ¢)
ou P’ désigne le polynéme dérivée de P.

— a,b,c € C tels que

a) Montrer que u est bien définie et que c’est un endomorphisme de E.

(

(b
(c
(d

8. Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables sur R 7 sur €7 Si oui les diagonaliser i.e. pour
chaque matrice diagonalisable donner une matrice diagonale semblable et la matrice de passage

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.
Montrer que u est bijective.
Résoudre u(P) = 1.

—_ D

associée.
0 7 —6 1 2 =2 5 —3 2
A= -1 4 0 Ay = 2 1 =2 A = | 6 —4 4
0 2 -2 2 2 -3 4 -4 5
2 2 -1 3 1 0 7 -12 6
Ay = -2 1 4 As = | -4 -1 0 Ag = | 10 =19 10
-1 1 4 -8 -2 12 —24 13
010 4 -5 7
A = -4 4 0 Ag = 1 -4 9
2 1 2 -4 0 5
3 -4 0 2 3 -1 1 -7 0o 0 2 3
4 -5 —2 4 9 -3 -7 -1 0 0 -2 -3
Ay = 0 0 3 -2 Aro = 0 0 4 -8 An = 2 -2 0 -1
0o 0 2 -1 0o 0 2 -4 3 -3 —1 -3

9. Pour la matrice As déduire de la diagonalisation que :
a) A" =1 et A=A,
b) Az est inversible ; donner son inverse.

10. Soient les matrices suivantes :

110
1 2 7 —6
31:( ),32:< )Bgz 001 1
3 2 12 10 00 1
07 —6 07 —6 2 1 0
Bi=|-14 0],B=|-14 0],B=1|-10 0
02 -2 02 -2 2 0 -1

(a) Calculer B" pour n € N . Application n = 1994
(b) Utiliser Pg(\) pour donner une expression de B~! en fonction de B lorsque B est inversible

11. Soient les matrices réelles suivantes :

-1 1 0 5 0 3 2 4 —4
) = 0 -1 1], Co=1|-11-1], =142 -4
1 0 -1 -3 0 -1 4 4 —6
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

3 -4 0 2 -2 -2 0 0
4 -5 -2 4 6 5 0 0
Ci=1¢o9 o 3 —2 G=1 _3 4 5 —9
0o 0 2 -1 1 2 4 7
6 0 0 0 3 1 00
0 6 0 0 -4 -1 0 0
Co=1 _4 46 o Cr = 71 2 1
-8 -8 0 -6 -17 -6 -1 0

1 2 3 45

01 2 3 4

Cs=1001 2 3

000 10

00 0 -1 3

(a) Diagonaliser ou trigonaliser (trianguler) dans R
(b) Exprimer C; ! en fonction de C; & l'aide de P, ()) .

Résoudre les systemes différentiels :

a’;l — ixl + (&
(a) R x5 = (141 + 20z
xh = 20 + (B+d)z +  3Bixs
/ — —
1 B Ay dbry + Trs ¥ = 8 + 16y + €
(b) Ty = 1 — 4dxe + Oz (c) Yy = —9x — 16y + e2t
zh = —da + Sz3

Résoudre les équations différentielles :
(a) 2 — 32" + 92’ + 13z = ¢t

(b) 2 + 32® 4 323 + 2 =0
(c) 2™ + 320 + 22 — 2/ = sin(t)

Soit u un endomorphisme de E, espace vectoriel sur R , de dimension 2, qui admet 1 et -1 comme
valeurs propres.
Etudier la suite ( (ku)™(zo) )n, ol xg € E et k € R

Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et u un automorphisme de E. On suppose qu’il existe
x € E tel que { x, u(x), u? (x) } soit libre.

(a) Montrer qu'il existe a,b,c € K tels que u? (x) = a x + b u(x) + ¢ u? (x).
Ecrire la matrice de u dans la base { x, u(x), u? (x) }. Calculer le déterminant et le polynéme
caractéristique de u.

(b) Montrer que u®> =alpg +bu+cu?.
(¢) Montrer que les espaces propres de u sont de dimension 1.

Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension n et xg un vecteur tel que
B = {wo, u(zg), -+, u" (mg) } soit une base de E.

(a) Montrer que le seul sous-espace vectoriel de E stable par u , qui contienne xg est E
(b) Soient ag, aq,--,,—1 les coordonnées de u(xg) dans la base B
(c) Montrer que u™ = aol + aju + -+ + ap_u™ !

Sur K= , on considere

ao al ... ... an71 .
U1 Gy - - Gpeg 2imkl
A = et P = (pk,l)OSk,lSnfl ou ppyp = e N
al a2 DEEEY e ao

(a) Calculer P. P. En déduire que P est inversible et calculer P~ .
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18.

19.

20.

21.

22.

(b) Montrer que pour toute racine n*”™¢ de I'unité w , . est un vecteur propre de A.

Quelle est la valeur propre correspondante ?
(c) Calculer P~1.A.P.

sinf —cosf

cos 0 sin 6 >

On considere I'endomorphisme u de R? représenté dans la base canonique par la matrice (

(a) u est-il diagonalisable ?
(b) Interpréter le probleme géométriquement.
Soient E un espace vectoriel de dimension n sur € , u,v € L(E) — {0}.
(a) Montrer que si u o v = v o u, tout sous-espace propre de u est stable par v.

(b) Montrer que si u et v ont chacun n valeurs propres distinctes,
Uov=vou <= uetvontles mémes vecteurs propres.

(¢) Montrer (par récurrence sur n) que uo v =v ou=> u et v ont un vecteur propre commun.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, E’ un sous- espace de E non réduit 24 { 0 }, u un
endomorphisme de E laissant stable E’. On note v la restriction de u & E’. Montrer que

(a) A valeur propre de v. <= X\ valeur propre de u et E\ N E’ # {0}.

(b) Si le polynéme caractéristique de u se décompose compleétement dans K, alors il en est de
méme pour v.

(¢) Siu est diagonalisable, alors v lest aussi (penser aux supplémentaires stables).
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables tels que u o v = v o u. On rappelle que tout
sous-espace propre E de u  est stable par v.

(a) Montrer que pour toute valeur propre A de u, la restriction de v & Ey est diagonalisable.

(b) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v sont toutes deux
diagonales.
Démontrer le théoreme suivant : Soit v € L(FE)

u est diagonalisable ssi P, (t) est scindable et si tout sous-espace E’ de E stable par u, admet un
sous-espace supplémentaire E” stable par w.

6.2 Dualité

. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 4 et B une base de E.

Soit B’ T’ensemble des vecteurs dont les coordonnées dans B sont (2, 1, 0, 4), (1, 0, 3, 2),
(0, 1, -3, 2), (1, 1, 2, 2). ( On vérifiera que B’ est une base de E).
Soit ¢ € E* la forme linéaire définie par :

p(v) =3z + 5y —z— 2t siv a pour coordonnées (x, y, z, t) dans B

(a) Donner les composantes de ¢ dans B* et B les bases duales de B et B’

(b) Exprimer ¢(v) en fonction de x’, y’, z’, t' si v a pour coordonnées (x’, y’, z’, t’) dans 5.
Sur R 2, on définit une forme bilinéaire b , dépendant du parametre réel t par b(v, w) = tz1y; +
T1Y2 + T2y1 +tr2yz ol v = (21, ¥2) et w = (y1, Y2).

(a) Etudier, selon les valeurs de t, si b est non dégénérée.

(b) Quel est 'orthogonal du vecteur v = (1,1) lorsque b est non dégénérée ?

Notons Tr(A) la trace d’une matrice de E = M,,(K).

(a) Montrer que Tr € E*.

(b) Donner la décomposition de Tr sur la base duale de la base canonique de M,,(K)
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4. Soit E = R® et E* son dual. Notons B = {ej, ez, ez} la base canonique de E et B* =
{€1, €2, €3} sa base duale. Soit V.= (1,1, 1)
1 . . e Lo E*xE — K
Donner une base de {V'}— relativement & la forme bilinéaire non dégénérée
pv o)

5. Soit E = R*. On considére le sous-espace vectoriel F engendré par :

1 1 2
1 2 3
1 ’ 2 ’ 5
1 -1 6
(a) Quelle est la dimension de F? de F+ ?
(b) Donner une base de Ft
1 -1 -1 -3
. 4 , 1 1 5 1
6. Soit dans E= R”™ le sous-espace F engendré par 1 , _9 , 4 , _5
1 2 8 3

(a) Quelle est la dimension de F ? Quelle est la dimension de F+ ?

(b) Montrer que

Voe Ft3a, beR Yo = eE [ o(v) = dax +4by — (3a+b)z — (3b+ a)t |

~ N ey

En déduire deux formes ¢, et o constituant une base de F+ .
Donner les composantes de ¢ et ps dans la base duale de la base canonique.

7. Soient E = R3[X], et B = {1, X, X2, X3 X* X°} sa base canonique.
Pour P € E,i € N on note P® la dérivée i®™¢ de P et on pose ¢;(P) = P®(0).

(a) Montrer que {pq, -+, @5} est une base de E* .

(b) Trouver les coordonnées dans cette base de la forme ¢ définie par

W(P) = /0 P(t) dt

(c) Exprimer dans B* une base de (Kery), .

8. Soit f une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur E, K-espace vectoriel . Soit E et F deux
sous-espaces vectoriels de E de dimension finie. Démontrer que

() FCG = G+cF+
(b) (F+G)*r = FtnG+
(c) (FNG)* = F+-+G+
9. Soit E un K-espace vectoriel , ACE et BCE, et E* le dual de E.
(a) Montrer que AC B = Bt C A+

(b) Soit e un élément de E. Notons Vect[e] le sous-espace vectoriel engendré par E.
Montrer que {e}*+ = Vect[e]*

6.3 Formes bilinéaires et Formes quadratiques

1. Soit E=R 2, s0it b: ExE — K ,la forme bilinéaire sur E, définie par : b(v, w) =
T1Y1 — T2Y2
(a) Montrer que b est une forme bilinéaire non dégénérée
(b) soit H={ve E/ x1 = zo}
i) Déterminer H+
ii) Que pouvez-vous dire de H + H*
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. Soit b une forme bilinéaire symétrique définie (i.e. telle que [ b(x, x) = 0= x=0])
Soit une fonction u: E — E vérifiant : Vz,y € E b(u(x), u(y)) = b(x, y)
Montrer que u est linéaire et injective
b: ExE — K
() —  u(@)uly)

(a) Montrer que b est une forme bilinéaire symétrique
(b) Soit B = {ey,...,e,} une base de E.

Ecrire la matrice de b dans B. (On posera u(e;) = a;)).

. Soit u € E* et

(c) Déterminer rg(b)
(d) b est-elle une forme bilinéaire non dégénérée ?
Donner un exemple d’une forme quadratique non dégénérée et non définie.

. Soit f la forme bilinéaire sur R? définie par :

flo, w) = 33z1y1 — 14(z1y2 + 22y1) + 6x2yo
Si (1, x2) et (y1, y2) sont les coordonnées respectives de v et w dans la base canonique B =
[61, 62].
(a) Ecrire la matrice de f relativement & B la base canonique de R?.
b) Soit €] = e +2e3, €5 = 2e1 + 5ey . Montrer que [e1, es] est une base de E.
1 2

)

)
(c) Vérifier que e} et e} sont orthogonaux
(d) Ecrire la matrice de f par rapport a {e/, €5}
)

(e) Donner 'expression de la forme quadratique q associée & f par rapport a chacune des bases
[617 62] et [6/13 6,2]
(f) q est-elle définie 7, si oui est-elle définie positive ?

. Considérons les applications de R® dans R suivantes (ot X = (x,y,2) ) :

a(X) = 2%+ 3y*+22yz

@(X) = 22—y>+2yz 3wz +1
(X)) = zy+yz+22z

@u(X) = 23— 2xy+ 222

Sont-elles des formes quadratiques ?

. Soient les formes quadratiques sur R?* ou R? suivantes (olt v désigne respectivement (x, y, z)
dans R? et (x,y, z,t) dans R* ) :
ai(v) = 222 — 292 — 6z2—|—7yz — dzx + 3y

)

@(v)=(z+2y+2)? + (z+2y—22+t)(2x + 4y — 2)
qg(v) =yz + 2z + ay + Mo +y+2)t + pt?
ailv) = (=) + (- + (-2
qs(v) = :vy+yz+2xz+2y + 222 4+ 22
qs(v) = 2* — 22y + 21‘2
q7()—2x + 3y? 2 — 8

Pour chaque forme quadratique
(a) La décomposer en somme de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes
(b) Donner son rang, sa signature, et préciser si elle est définie positive ou négative

(¢) Donner une base de l’espace orthogonale pour q; , (orthonormée pour q; lorsque c’est
possible).

. Soient E un R-espace vectoriel, q une application de E dans R .
Démontrer que ¢ est une forme quadratique ssi :

(a) Ve,y e B q(z+y) + qlz —y) = 2.(¢(x) + q(y))
R — R
t  —  q(x+ty)

. Soit E = M3(R), et B = {E11, E12, E21, Ez2} sa base canonique.
1
Soit b: ExE — K tellequeb(A, B) = i(Tr(A).TT(B) — Tr(A.B))

(b) Vx,y € E I’application est continue.
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(a) i) Montrer que b est une forme bilinéaire symétrique
ii) Ecrire la matrice de b dans B
iii) Montrer que b est une forme bilinéaire non dégénérée

(b) Soit A € M3(R)
i. Rappeler pourquoi A% — (Tr(A)A + (det(A)Is = 0
ii. Soit q la forme quadratique associée a b.
a) Montrer que : q(A) = det(A) .
b) Déterminer I’ensemble des vecteurs isotropes pour q.

iii. Montrer que : Tr(A). Tr(B) - Tr(A.B) = det(A+B) - det(A) - det(B)
10. Soient q; et g2 deux formes quadratiques définies positives sur R™ .
Démontrer qu’il existe deux réels positifs a et b tels que aq; < g < bqy.

6.4 Espaces euclidiens

1. Caractérisations des espaces euclidiens

Soit (E, ||—|| ) un espace vectoriel normé. On considére les assertions suivantes. Montrer que 1,
2, 3, et 5 sont équivalentes et que 1 implique 4.
(a) ||—|| dérive d’un produit scalaire < — | — > sur E par ||z| =+/<z ]|z >.
(b) Y(z,y) € B> Nz +yl* + llz —yl* =2 =] + 2 [ly||?
(c) Y(z,y) € E? ¢zy 1 t +— |lx+ty| est une fonction continue en t.
n
(d) Y(z1, ..., =) € E™ F: z — Z |z — ;|| > atteint son maximum en X =
i=1

n
1
f§ T
n

i=1

() Y(@1, vy @) €E" Y lr—ail| 2= ol * —n | X 2
i=1 1=1

2. Orthogonalisation de Gram-Schmidt
Dans l'espace euclidien R*, on considere les vecteurs :
vp=(1,2,, =1, =2) ; w2 =(2,3,0, —1)
vy = (5, =2,, =5, =2) ; vy = (8, 10, —10, 4)

Montrer que {v1, va,, v3, v4} est une base de R? et lui appliquer Palgorithme de Gram-Schmidt
pour obtenir une base orthonormée.

3. Polynémes de Tchebychev
Soit E = R,[X], Soient P, Q € R,[X] . On définit sur £ x E, < | > par:

L P)Q()
1 V1-—1t2

(a) Montrer que = | > est un produit scalaire et qu’il munit E d’une structure d’espace vectoriel
euclidien

<P|Q = dt

(b) i. Ecrire < P|@ > en opérant le changement de variables t = cos(6)
ii. Ecrire les polynomes T (t), tels que Tk (cos(6)) = cos(k0)
ili. Ecrire Ty, T3
iv. Calculer < T | T} ~

(¢) En déduire une base orthonormée de E. Application & n =3

4. Polynomes de Laguerre
Soit E = R, [X], Soient P, Q € R,[X]. On définit sur £ x E, < |> par:

+oo
<P|Qr= / e P(H)Q(t)dt
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(a) Montrer que = | > est un produit scalaire et qu’il munit E d’une structure d’espace vectoriel
euclidien

(b) Soit B = [Py, -+, P,] la base canonique de E. (i.e. P;(X) = X)
i. Calculer < P; | P; >~

ii. Calculer une base orthonormale de R? & partir de Py, P;, Ps par la méthode d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt

5. Polynémes de Legendre Soit £ = C([—1,1]) D'espace des fonctions continues sur R.
On définit sur E x E, < | > par:

+1

<flo==5 [ Fgw
-1

B = {Py, -, P,,, -} lafamille de polynomes o, : P;(X) = X%)
(a) Montrer que = | > est un produit scalaire et qu’il munit E d’une structure d’espace vectoriel
euclidien
(b) Montrer que {Py, , P1, P>, P3} est une famille libre mais non orthogonale de E.
(c) Soit F' le sous-espace de E engendré par {Fy, , P1, P2, Ps}

i. Déterminer par le procédé de Gram-Schmidt, une base orthonormée {Qo, ,Q1, @2, @3}
de F.

ii. Soit II3 la projection orthogonale de P; sur F. Déterminer II5 dans la base {Qo, ,Q1, @2, @3}
de F et calculer la distance de P; a F.

6. Adjoint. Soit (E, < — | — >) un espace euclidien et soit ||—|| la norme euclidienne associée.

(a) Soit u € L(F). Démontrer que :
Ker(u) = (Im(u*))* et Ker(u)* = (Im(u))*
(b) On suppose que u = u* et Vee E  <z|u(z)>=0.

Montrer que : u = 0.
(¢) Soit u € L(E). On suppose qu'il existe un sous-espace vectoriel M C E tel que :
Vee M Jo(z)] = |z et Ve M+  wv(z)=0.
Démontrer que : Ker(v) = M*.
7. Soit E = R"™ muni de son produit scalaire usuel noté < —|— > .

Soit F : (x,y) —— ‘XY (ot X, Y sont les matrices colonnes représentatives de z, y
dans la base canonique de R™). Soit A € M, (R) une matrice inversible (A est la matrice
représentative d’'un endomorphisme dans la base canonique appelé aussi, par abus de notation,

A).
(a) Montrer que les valeurs propres de B = ‘A.A sont strictement positives.

(b) Montrer que sila famille {z1, ..., z,} de R" est orthonormale et sila famille {Azy, ..., Az,}
est orthogonale alors les x; ¢ =1, ..., n sont des vecteurs propres de B.

8. Soit A € M, (R) avec n > 1 définie comme suit :

11 1
vnooV12 V23 (n—1)n
U S 1

? 0 \/Ti?) . (nf 1n
=00 —
1 f(n:f 1)
vn ° o0 (n—1)n

Vérifier que A est orthogonale
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9. Valeurs propres d’un automorphisme orthogonal
Soit (E, < — | — >) un espace euclidien et v un endomorphisme orthogonal de E.
(a) Vérifier directement que les seules valeurs propres possibles de u sont 1 et -1.
(b) On suppose que E est de dimension impaire
i. Montrer que si det(u ) = 1, alors u admet la valeur propre +1 avec un ordre de
multiplicité impair (donc au moins une fois).
ii. Montrer que si det(u ) = -1, alors u admet la valeur propre -1 avec un ordre de multi-
plicité impair.
(¢) On suppose que E est de dimension paire
i. Donner un exemple ol det(u ) = 1 et ot ni 1 ni -1 ne sont des valeurs propres de u .
ii. Montrer que si det(u ) = -1, alors v admet les valeurs propres -1 et 1 avec des ordres
de multiplicité impairs.
10. Soit (E, < — | — >) un espace vectoriel euclidien et v un automorphisme orthogonal de E.
Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors il en est de méme de F-.
11. Rotation dans R?
cosf) —sinf ) cosf sin 6

sin 0 cos 0 et sinf  — cosd ) sont orthogonales.

Montrer que toute matrice orthogonale d’ordre 2 sur R est de 'une de ces deux formes.

Montrer que

12. Matrices orthogonales de rotation dans R?
Soit E = R? espace vectoriel euclidien muni de son produit scalaire usuel.

On considére une rotation de R3, c’est & dire un automorphisme orthogonal v de R® de
déterminant égal a 1. On suppose u # idRs.

(a) Montrer que ensemble D des points invariants par v (i.e. ’espace propre F1) est une droite
vectorielle (D (dite axe de la rotation).

(b) Soit P le plan vectoriel orthogonal & D. (Justifier que P est un sous-espace de dimension 2)
Montrer que P et D sont stables par u et que la restriction de u a P est une rotation de
R? (P est appelé le plan de rotation).

(¢) Ecrire la matrice de u dans une base orthonormée {vy, va, v3} de R?, telle que v; € P, vy €
P, et vs €D.

(d) Déduire de ce qui précede que le cosinus de 'angle § de la rotation induite sur P par u
fip 1oz . 1
vérifie 'équation : cos(0) = i(tr(u) -1
et qu’il est donc indépendant de la base choisie.

13. Détermination de I’angle d’une rotation de R?
On considére une rotation u de 'espace euclidien orienté R, telle que u # idRs. On oriente ’axe
D (de la rotation u) par le choix d’un vecteur unitaire v € D.

Montrer que le sinus de I'angle 6 de la rotation u est déterminé par :

1
sinf) = ——— det[z, u(v), v]
Bl
ot z est un vecteur non nul du plan P de rotation (D = D).

14. Détermination simultanée de I’angle et de I’axe d’une rotation de R?
Soit u une rotation de l’espace euclidien orienté R® et U la matrice de v dans une base
orthonormale directe.

(a) Quelles sont les rotations pour lesquelles U = U ?
(b) On suppose U # tU.

1
i. Montrer que A = i[U — U] est de la forme :

0 — b
A= c 0 —a ou (a, b, ¢) est un vecteur directeur de 'axe D de la rotation
b a O

u.
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0 — B
ii. Montrer que A = sin6 ~ 0 —« ou v = (a, B, ¥) est un vecteur unitaire
-6  « 0
orientant D et § est 'angle de la rotation u.

15. Matrices de rotation (Exemples) Montrer que chacune des matrices suivantes représente une
rotation de D’espace euclidien R?, dont on déterminera Paxe et 'angle.

SRy
0 -1 0 “F
o 01|, % %g 0 0 1
_ 4 3
1 0 0 \/?\/i - - 0
5 3 0 o0

16. Matrices orthogonales de déterminant -1 dans R
Soit E = R? espace vectoriel euclidien pour son produit scalaire usuel noté < — | — .
On considére un automorphisme orthogonal u de R® de déterminant égal & -1.
On suppose u % —idRs.
(a) Montrer que Pensemble des zz € R® vérifiant u(z) = —z est une droite vectorielle D.
(b) Soit P le plan orthogonal a D.
Montrer que P est stable par u et que la restriction de v a P est une rotation.

(¢) Ecrire la matrice de v dans une base orthonormée {vy, v, vs} de R, telle que v; € P, vy €
P, et vs €D.

(d) En déduire que u est la composée d'une symétrie orthogonale et d’une rotation (de R*) dont
1
le cosinus de langle 6 est donné par : cos(f) = i(tr(u) +1).

17. Matrice orthogonales élémentaires de Householder

Pour tout vecteur non nul w = (u1, ..., u,) de lespace euclidien R" avecn > 2, on désigne par
H(u) la matrice (dite de Householder) définie par :

Utu .
H(U): n—2W OuU:t[ul,...,un].

(a) Soit O € M,,(R) une matrice orthogonale.
Montrer que si v = Ou alors H(v) = OH(u)O™ 1.

(b) Montrer que H(u) est symétrique et orthogonale.

(c) On désigne par D la droite D la droite vectorielle de R™ engendrée par u et par H
I’hyperplan orthogonal de D dans R".
Montrer que D est stable par H(u) et que [H(u)jv =v pour tout v € V.
Quelle est la nature géométrique de la transformation T : = +— [H(u)lx ?

18. Plus grande valeur propre d’une matrice symétrique A Montrer que la plus grande valeur
propre d’une matrice symétrique A est égale a

. tX.A.X
up
xeR" XX

6.5 Espaces hermitiens

1. Montrer que les applications suivantes sont antilinéaires :

() fi: c? — C
T1,T2,T3 +—— —I1+ 2Ty + 5Tz
A —  Tr(A)
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2.

10.

11

Soient les applications suivantes :
o ¢ CxC® — C
XY o =Ty + 2Ty + (20 — 3)T2ys — 5T3y0
e g: M,C)xM,(C) — C
(A, B) —  Tr(*AB)
(a) Montrer que les applications ci-dessus sont sesquilinéaires, préciser si elles sont hermitiennes.
(b) Ecrire dans les bases respectives de €* et de M, (C ) les matrices de ces formes sesqui-

linéaires.

Base antiduale d’une base donnée.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et 5 une base de E. Soient les applications anti-
linéaires (p;); définies par : V1<i,57<n ¢e) =9, Montrer qu’elles constituent une
base de E* (appelée base antiduale de B)

Application : Déterminer la base antiduale de la base de €** suivante :
e1 = (4,—1,2); e =(0,2,—1+14); es = (24,0,0)

Montrer que E** est isomorphe & E.

1 —i =2
Soit la matrice i 2 0 Vérifier qu’elle est hermitienne et écrire la forme sesquilinéaire
2i 0 5

hermitienne qu’elle représente.

Soit E={ f: [0,1]] — € } ; Montrer que la forme =< — | — > suivante est une forme
sesquilinéaire hermitienne sur F.

<f|g>=/0 f(@)g(x)

On considere la forme hermitienne ci-dessus restreinte aux polynémes de degré < 2 Montrer que
c’est un produit scalaire, et qu’elle permet donc de munir E d’une structure d’espace hermitien.

Déterminer une base orthonormale relative a ce produit scalaire

Montrer que la forme h, définie sur M, (€ ) par h(A,B) = Tr(*AB) est un produit scalaire
hermitien.
Exprimer la norme de la matrice A en fonction de ses coefficients.

Soit E un espace hermitien et f € L(E) ; soit A une valeur propre de f. Montrer que :
(a) Sif*=f"1 alors|A|=1

(b) Si f*=f alors Ae R

(c)
(d) S’il existe un endomorphisme g de E tel que f = g*og alors A est un réel positif ou nul
(a) Soit A € SU(2) et notons A* = *A. Montrer que : A* = (Tr(A))I — A
(b)

Si f*=—f alors A\ est imaginaire pur.

b) Soit A < {M € M@ )/ M* = —M et Tr(M) = 0} (ces matrices sont appelées

anti-hermitiennes de trace nulle)

et soit [I] o {M € My(R )/ M = kI aveck € R } (ces matrices sont appelées des
homothéties réelles).

Montrer que : SU2) = APl
Soit £ un espace hermitien, et soit f : EF — FE un endomorphime hermitien de E.
(a) Montrer que Ve € E < f(x) | x > est réel.
(b) En déduire que Vo € E [|(f +ildg)(z)|| = [|(f —ildg)(2)|

(¢) Montrer que f —ildg est un automorphisme de E
et que g = (f +ildg)o (f —ildg)™! est une transformation unitaire.

(d) Montrer que f —ildg est inversible
et que f =i(g—ildg)~to(g+ildg)
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