Université Aix-Marseille IT, Luminy. Septembre 2006.

Exercices d’Analyse

1 Révisions

1.1 Sommes et récurrences *

n
1. Soient 2 suites u, et v,, que signifie u, ~ v, pour n — +o00? Calculer la somme A, = Z k
k=1
pour n > 1 et donner I’ équivalent de A, pour n — oo.
2. Parmi ces relations démontrer par un raisonnement par récurrence les relations qui sont vraies:
n 2 n
n(n® —1 nn+1)(n+3
> k(k-1)= ¥, Zk(k+1)=w, n>1.
k=1 3 k=1 3

3. Vérifier ’identité
n—1
a”—b”z(a—b)Zakb"*kfl, n=23,...
k=0

apres avoir écrit explicitement la somme. Ecrire cette formule pour n = 2, 3 et n = 4. En déduire la
relation
2 ne1_ 2" =1
Gplz)=l4z+z°+ -z =1 n=12,... x # 1.
T —
Que vaut cette somme pour z = 1?7

4. Soit # un réel tel que 8 > —1. Montrer par récurrence
(1+6)">1+ndb, n €N

En déduire que siz > 1on a lim G,(x) = +o0o. On posera z =1 + 6.
n—oo

1.2 Fonctions *

1. Déterminer les racines de 22 — 3z +2 = 0. Donner le domaine de définition maximal des fonctions
z = f(z) =In(z — 1), z = f(z) =Vz? -3z + 2, z— f(z) = V23 -3z +2.

2. Rappeler les formules d’addition sin(a+b) et cos(a+b). En déduire la formule d’addition tan(a+b).
3. Exprimer sin% z et cos? z en fonction de tan? z.

4. En utilisant les formules d’addition des sinus et cosinus linéariser sin® z et cos? z. En déduire les
primitives de ces fonctions. Calculer leur valeur moyenne définie par

T
7@ = %/ f(z) d.

5. Déterminer les primitives de sin® z et cos® z.
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2 Exercices a rédiger

2.1 Polynomes et racines

1. Soient 71 et ry les deux racines du trinome z2 4+ ax + b, avec a,b € R. Exprimer r; + ry et riro
en fonction de a et b et en déduire r? + ri.

2. Soit I’équation z* + pz® + gqz? + px + 1 = 0. Montrer qu’elle est du second degré en variable

1

u = = + —. Montrer que I’équation de départ est ainsi ramenée & la résolution de deux équations du
z

second degré, sans finir le calcul en détail.

2.2 Etude de fonctions

1. Soit la fonction z — f(z) = v/x3 — 3z + 2. Donner le domaine de définition de f, calculer sa
dérivée f' et son domaine de définition, tableau de variations, asymptotes et graphe. On admettra la
relation

\"/1+m=1+%+:ce(x), lim e(z) = 0.

z—0

2. Mémes questions pour la fonction

2.3 Fonctions symétriques des racines

1. Soit ’équation du troisieme degré P(z) = 22 + bz? + cx + d = 0 & coefficients réels et avec d # 0.
Pourquoi impose-t-on cette derniére condition? On note ses racines 71, r2, r3. Comment se factorise P(x)
en termes de ses racines?

2. Exprimer les trois “fonctions symétriques des racines” définies par
01 =1"T1+7r2+73, 09 =1T1r9 + Tror3 + 137y, 03 = T179r3

en fonction des coefficients b, ¢, d.

3 Limites, continuité

3.1 Intervalles

1. Déterminer les parties de R définies par les conditions suivantes:

|z —1| <4, 2V/2z — 22 < 1, Ve+1<1, |z + |z|| > 2,

Lesquelles sont des intervalles?

2. On considére les intervalles A =] — o0, —1], B = [-1,3], C =] — 1,5[. Déterminer les
ensembles
AN B, CnNA, BnC, BUC, A, AU Ce,

(les complémentaires sont pris par rapport & R) et préciser ceux qui sont des intervalles.

3.2 Calculs de limites *

Trouver les limites suivantes

i 22 —1 y z2 -1 i x2 -1
m —— - m —— 7 m —-
’ 1202 —x — 1’ z5+o0 282 —x —1°

z+1 ) 1 2 . V1422 -3
hm1 , lim .
z—

1—22 1—2f
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3.3 Domaines et intervalles *

1. Donner le domaine de définition maximal Dy, le domaine Imf et le domaine de continuité des
fonctions suivantes:

z = f(z) = i—i—i, x— f(x) =Va® -1, r— f(z) = V1 - 22,
z— f(z) =ln(z + Va2 - 1), x—)f(x)zi.

Inz

2. Déterminer Imf pour les fonctions
f=cos, D;y=R, f =sin, Dy =|0,2n], z— f(z) =42(1—-2), Dy=10,1].
3. Donner des exemples de fonctions continues, lorsque c’est possible, qui transforment 'intervalle
Ten f(I) = J dans les cas suivants:
I=R — J=[0,+00], I=10,1 —» J=]2,4], I=[0,1]—» J=]0,1],
I=R — J=[-1,+1], I=]0,2n] - J=[-1,1]

3.4 Séparation des racines *

Rappeler I’énoncé précis du théoréme des valeurs intermédiaires. On considére le polynéme x — P(z) =
823 4+ 1222 — 2z — 3. Montrer qu’il a trois racines réelles et donner, pour chacune de ces racines, un
encadrement par des entiers (ne pas utiliser la dérivée).

3.5 Prolongement par continuité x
Soit n € N*. On considere la fonction

6 b
:c—)f(a:):%, a,beR

1. Déterminer son domaine de définition D; pour des valeurs génériques des parametres a, b.
2. Déterminer a et b en fonction de n pour que ’on puisse prolonger f par continuité en f dans tout
R. Définir précisément 'extension (f, D F= R).
3.6 Fonctions réciproques xx
1. Parmi les fonctions suivantes, déterminer celles qui admettent une fonction réciproque
z—|z| z€eR, r—x—sinz, z€R T — 2'/? x €Ry, z—sz zeR
Lorsque c’est possible, donner la fonction réciproque en précisant son domaine et son image.

2. Que peut-on dire de la fonction réciproque d’une fonction périodique? D’une fonction constante?
D’une fonction paire?

3. Soit f une bijection impaire de [—1,1] dans [—r, +r] avec r > 0. Peut-on dire que f~! est impaire
et sur quel intervalle?

4. Soit la fonction f(z) = z — 1/ avec > 0. Déterminer Im f. Montrer que c’est une bijection Dy
sur Im f et déterminer sa fonction réciproque f~' ainsi que Dy-1 et Im f~.

5. Soit la fonction
1—2

142’
Montrer que la fonction réciproque f~! existe, puis la calculer. Préciser D -1 et Im f -1

z— f(z)=In

z €] —1,+1[.

6. Simplifier arcsin(cos z) pour z € [0, 7]. Simplifier sin(arccosz) pour = € [—1,+1], comparer avec
cos(arcsinz). Simplifier arctan —Z= pour z €] — 1,1[.
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4 Exercices a rédiger

4.1 Limites, domaines

1. Déterminer les limites

1+2)3—1— - VT
lim( +2) 3¢ lim Vo - otz a’ a>0, lim (siny/z + 1 —sin/z).

z—0 2 + 373 ’ z—a 2 — g2 T5Foo

1l sera utile d’établir ’identité trigonométrique:

sinag —sinb = 2sin (a;b) cos (a-2|—b)'

2. Donner le domaine de définition maximal Dy, le domaine Imf et le domaine de continuité des
fonctions suivantes:

1— ||
2 — |z|

;v—)f(x)z\/\/x—l-Z—\/_—Q, z— f(z) =

4.2 Partie entiére

Rappeler la définition de la fonction partie entiere de x, notée E(x). On demande:

1. Calculer E(2,9), E(2+), E(2—) E(-3,5), E(—3+), E(—3—). Montrer, & partir de la définition
de E(z), les inégalités =z — 1 < E(x) < .

2. On considére la fonction f(z) = xz — E(z). Pour tout intervalle de la forme |n,n + 1] avec
n € Z, donner la forme explicite de la fonction f(z) restreinte & cet intervalle. En déduire ses points de
discontinuité et dessiner son graphe. Quelle est sa période?

4.3 Parité

1. Soit f impaire sur | — 7, +r[ avec 7 > 0. Montrer que si f a une limite pour z — 0, alors cette
limite est nulle.

2. Préciser, si elle est définie, la parité des fonctions suivantes:

1 .
x—)ln1+m,w€]—1,+1[, z—e” T, z=|r+1+ |z -1, T — |z? — 2|

z = In(z + V2?2 + 1), = |z+ 1+ 2] — |z —1|, x —cosz, x € [0,7].
3. Si f et g ont une parité définie, g o f a-t-elle une parité définie? Si oui, laquelle?
Cet exercice illustre 'utilité de "approche séquentielle pour démontrer des résultats de non-continuité.

4.4 Etude de fonctions

1. Etudier les fonctions

22 —1 1—z
- = - g(@) = 24/
x — f(x) = arcsin 21 x—g(x)=x T

et représenter sur le méme graphe g(z) et —g(z). La courbe ainsi obtenue s’appelle une strophoide.

2. Simplifier ou vérifier

1 4
cos(2 arctan z), arctan(l + z) — arctan x = arctan x>0, 2 arctan 3= arctan 3

1+z+z%’
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4.5 Fonctions réciproques

Résoudre les équations

. . 1 . .1 1
2arcsinz = arccosz, arcsinx = 4arcsin —, arcsinz = arcsin ~ + arcsin —, z € [-1,1].

V2 4 5

5 Prolongement par continuité

Soit la fonction f définie sur Dy = R* par

1. En explicitant les theorémes du cours utilisés, étudier la continuité de f pour z € Dy.

2. La limite lirrb f(z) existe-t-elle? Si c’est le cas donner sa valeur.
T—

3. Peut-on prolonger f définie sur R* en une fonction f qui serait continue sur R? Si c’est le cas,
expliciter f(x) pour z # 0 et f(0).

5.1 Injection, surjection

Montrer que
1. Si g o f est injective, alors f est injective.
2. Si go f est surjective, alors g est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

1
4. Soit la fonction z — f(z) = z + — avec Dy = [1,00[. Déterminer Im f. On considére alors
z
f: Dy = Im f. Est-elle injective? surjective? bijective?

6 Dérivées
6.1 Dérivées diverses *
1. Etudier la continuité et la dérivabilité pour x € R des fonctions

x = |z, x — sin? 2, x — |sinz|.
2. Simplifier la dérivée de In(z + v22 4+ 1) pour z € R et de In(x + V22 — 1) pour =z > 1.

2
3. Soit la fonction z — f(x) = arcsin (H—mz) Quel est son domaine de définition maximal D?
x

Etudier les variations de f pour € Dy. Graphe. Donner une expression simple pour f.

1
4. Calculer les dérivées niemes de xP pour p € N et de 1 + 2

5. Soit une fonction C' de parité définie sur I = [—r,+r], 7 > 0. Que peut-on dire de la parité de
sa dérivée?

6. Soit f € C1(R) une fonction T—périodique. Sa dérivée est elle T—périodique?
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6.2 Limites

En utilisant la définition de la dérivée déterminer les limites

sinx . In(1+2) .er—1
z—0 €T z—0 €T z—0 €T )

6.3 Extrema x*

1. Soient deux villes A et B séparées par un fleuve de largeur w. Déterminer la position z du pont
qui doit relier les deux villes de fagon & minimiser la distance de parcours entre celles-ci.

A d .

2. Soit un piédestal de hauteur h, sur lequel est posée une statue de hauteur a. A quelle distance
du piédestal faut-il se placer pour voir la statue sous l’angle maximal?

A
Y

6.4 Fonctions réciproques *x

1. Soit la fonction z — (2 —1)2 avec Dy = [—1,1]U[1, oo[. Déterminer Im f. Est-ce une bijection de
Dy — Im f? Montrer qu’en gardant la méme fonction, mais en restreignant convenablement le domaine
de définition, on peut retrouver la bijection. Examiner les deux cas possibles, en précisant & chaque fois le
domaine de définition et I'image, puis en donnant la forme explicite de la fonction réciproque. Déterminer
ensuite leurs dérivées en précisant leur domaine de définition et leur image.

2. Pour quelles valeurs de = a-t-on les relations
sin(arcsinzx) = z, arcsin(sinz) =z ?

On définit la fonction © — f(z) = arcsin(sinz) pour z € R. Déterminer Im f, sa parité et sa période. Sur
quel domaine est-elle continue? Dérivable? Etudier ses variations et dessiner son graphe.
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6.5 Fonction réciproque et dérivation x*x
Soit la fonction z — f(z) = arcsin(e”?), bijection continue décroissante de Dy = Ry — Imf =]0,7/2].

1. Calculer explicitement f~' et donner D;-1 et Imf~!'. La fonction f~' est-elle croissante ou
décroissante?

2. Calculer directement la dérivée de f~! en utilisant la forme explicite de f ! obtenue & la question
précédente. Sur quel domaine maximal est-elle définie?

3. Donner la formule qui exprime la dérivée d’une fonction réciproque (f1)".

4. En utilisant cette formule, vérifier la dérivée de f~! obtenue & la question 2.

6.6 Accroissements finis

1. Soit la fonction z — 2 pour = € [a,b], un compact de R . Ecrire, aprés avoir rappelé les
hypotheses de validité, le théoreme des accroissements finis. On se propose de déterminer la valeur du
parametre ¢; pour cela on pose a =z, b =z + h et ¢ = x + 6h. Déterminer la valeur de h.

2. Mémes questions pour la fonction z — 1/z pour [a,b] C R .
3. Démontrer les inégalités:

VzeR: e >1+uz, Vz € [0, +00l: sinz < z,

Vz € [0, +o0] < arctanz < 7, Vz €]0,1] arcsinz <

x
V1I=22

X
1+ 22
7 Exercices a rédiger

7.1 Continuité

1. Donner le domaine de définition maximal Dy des fonctions suivantes:
1
Vsin x ’

2. Calculer leurs dérivées et préciser leur domaine maximal de définition et de continuité.

In(lnx), (Inz)?, esine, tan(e*®)

3. Etudier les variations des fonctions
(z +1)3

3
wr-J 1 — 23.
(@—1)2 ’

4. Quels intervalles de définition Dy est-il possible de choisir de fagon que leurs fonctions réciproques
existent?

7.2 Fonctions réciproques

Simplifier les fonctions suivantes

2
arcsin(2zv/1 — 22), arccos(4x® — 3z), arctan <1_;c2) )

Ces questions completent la question 3 de l’exercice (6.1).

7.3 Extremum

On considere 'ellipse déquation cartésienne
2 2
z Yy
2 + » =1, a>b>0.
Graphe de cette ellipse. On veut inscrire un rectangle, dont les c6tés sont paralleles aux axes Ox et Oy et
dont les sommets sont sur D’ellipse, de fagon que sa surface soit maximale. Déterminer la longueur et la

largeur du rectangle de surface maximale. Comparer cette surface a celle de l’ellipse.
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7.4 Loi de Descartes

Un faisceau lumineux incident (angle 6; par rapport & la normale au plan d’incidence) se propage a la
vitesse v; dans le milieu de gauche et & la vitesse va dans le milieu de droite (angle 62 par rapport & la
normale). Exprimer le temps de parcours total entre le point A et le point B en fonction de =z, d, h; et
ho. Déterminer la condition pour que ce temps soit extrémal. Vérifier que sous cette condition on retrouve
la relation de Snell-Descartes ny sinf; = ns sinfs. Les indices de réfraction sont définis par n; = % et
ng = i, ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide.

Montrer que si n1 < ns la réfraction est toujours possible, alors que pour n; > n» il existe un angle
critique 6. pour lequel la réfraction reste possible. Si ’angle d’incidence est supérieur a 6. alors la lumiere
subit alors une réflexion.

A

A
"
Y

® s

- d Y B

7.5 Fonction réciproque et dérivation

1+z
1—z

1. Soit la fonction z — f(z) =
Imf=]—1,400].

Montrer que c’est une bijection de Dy =] — oo, 1] sur

1
2. Montrer que f~! = —? et donner Ds-1 et Im fL.

3. Calculer directement la dérivée de f~' pour z € Dj-1.

4. Rappeler la formule générale qui donne la dérivée d’une fonction réciproque et sa condition de
validité.

5. Calculer & nouveau la dérivée de f~! en utilisant cette formule et comparer au résultat du calcul
direct obtenu a la question 3.

7.6 Equation fonctionnelle

Soit f(z) une fonction C*(R) avec f(0) # 0. On se propose de résoudre I’équation
f@+y)=f)-fly), VsyeR (1)
1. Montrer que f(0) =1 et que f(—z) =1/f(z).
2. En prenant y = € et en faisant tendre € vers 0, montrer que ’on a

En déduire f(x). Quelle est 'interprétation géométrique du parametre libre f'(0)?

f'(z) = lim

e—0

Remarque: On peut montrer que ce résultat reste valable sous la seule hypothese de continuité de f.
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8 Formules de Taylor et Développements limités

8.1 Quelques limites xx

Utiliser les DL pour calculer les limites

. cosz —e /2 . 1 1
lim ———, lim { — — = ,
z—0 x z—0 \ o sinx
. z[ln(1 4+ sinx) — tanx . s
lim [In( - ) ], lim =z (— — arctan m) .
z—0 sinx — tanz z—+00 2

8.2 Calcul de quelques DL x*x

1. Calculer les DL suivants

1 1
DL(4:,0) IH(COS Z’), DL(4,0) \/T—xz, DL(3,0) v1 +.'Eln(1 +.’L’), DL(4,0) m,
2z -z coszx sha arcsin x sin @
DL(4 DL(4 ——, DL(4 — .
DL(4,0) ¢, DLE,0) /™7, DLW0) t—por—s. DLE0) e

2. Déterminer I’équivalent, lorsque n — 400, de la suite (u,,) définie par

(
Up = Sp — Sn—1, Sp = (n+1/2) In(n) —n — In(n!).

8.3 Recherche d’asymptotes *

Déterminer les asymptotes des fonctions suivantes et préciser leur position par rapport a la fonction
conidérée:

3;2

3 —3z2 -2z +1
2 -1 )

z+1

z— f(z) = , z — f(z) =xthz, ;c—)f(:c):x+\/

8.4 Equivalents %

Donner un équivalent, lorsque £ — 0 pour les fonctions

T -z _9
€—+'€72_17

\/1+3:—x2—\3/1—2a:+3m2, a® -1, aeRL\{1}.
x

8.5 DL décalés
1. Donner le DL(4,1) de e®.
2. Donner le DL(5,7/2) de cos z.

2 -1

3. Donner le DL(4, 00) de .

8.6 Points d’inflexion

Déterminer les (éventuels) points d’inflexion des fonctions suivantes:

2
o= 1) = 1 1o @)= = @ @) = V5

9 Exercices a rédiger
9.1 Limites

Calculer les limites suivantes:

. 1 . . 1\
lim z?In{ztan=), lim —3 , lim (cos —) .
=400 T z—0 sin® x T—+00 T
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9.2 Equivalents

1. Déterminer les parametres a et b de facon que, pour x — 0, les expressions suivantes soient
d’ordre le plus élevé possible en z:

T

1+ax 1n1+$_$(2+aa:2)
1+ bz’ 1—2 1+ba?

2. Trouver un équivalent, pour x au voisinage de x = 2, de ’expression

l\DIOJ

-2
—3

et determiner lim .
=2 X — 2

3. Pour z > 0 on définit
i@ =(1+2)" et @) = s

Montrer que pour  — 400 on a f(x) ~ e mais que g(z) £ e®.

9.3 Asymptotes

1. Déterminer les asymptotes pour x — +oo des fonctions suivantes et préciser leur position par
rapport a la fonction conidérée:

$3+$
z2 -1’

-3z 42, x—arctan$+

2. Déterminer les asymptotes des fonctions suivantes et préciser leur position par rapport a la
fonction conidérée:

9 3
THe 2, z - f(z) = (z — 2)e, m—)f($)=$2—3x+2—:§71.
2 —

z— fz) =

9.4 Inégalités
Utiliser la formule de Taylor pour justifier les inégalités

2
e*>14+z z€eR costl—% z € [0, ], Inl1+2) >z

1\9|5’?M

10 Intégrales et primitives

10.1 Swurfaces *
1. Calculer la surface comprise entre la parabole f(z) = z? et la droite f(x) = z pour z € [0,1].
2. Calculer la surface de ellipse d’équation cartésienne

2 2
$—+‘Z—2:1, a>0, b>0.

Vérifier que pour @ = b = R on rerouve la surface du cercle.
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10.2 Primitives **

Calculer les primitives des fonctions suivantes

1 4 . . 2
—» - , sin® z, cos® , sin® z, ze”
2 —1 3 + 4x
z .
(tan z)*, z"Inz, né€EN, o arctanz, e twr g weR,
chz

dans cette derniere quelles relations obtient-on en utilisant la formule de Moivre?

10.3 Intégrales *x

Etudier I’existence des intégrales suivantes, et les calculer si elles existent

1 2
+7 s dz . 9 9 ©/ dz
sin® x cosz dzx, —, a>0, sin“ x cos” x dx, —,
o 0 T+1a 0 /4 SIn° T

/2 dzx /4 dzx /2 dr T
1T 2 co s 0<a<1l (u=tanz), —_—, - (u=tan =).
0 a? cos® x —n/a 1 +tan“z x/4 ST 2
1 a R
. dx dx
V1—MX2z2d =1-— )22 li e li —_—
/0 ’ wdo (v ST ) R Rotoo Jo Vita®
Les relations suivantes sont utiles:
] 2tan 2 1—tan?% 2tan 2
sing = ————, CoST = ————, tanr = ———
1+tan 5 1+tan 5 1 —tan 5

10.4 Valeur moyenne x

Soit f(x) une fonction continue périodique, de période T. On définit sa valeur moyenne comme I’application
qui & f(z) associe le réel f(x) défini par

a+T
mzl/Jr f(x)dz, a€R

1. Montrer que la valeur moyenne est une application linéaire.

2. En séparant l'intervalle d’intégration en [a,0] U [0,T] U [T, T + a], montrer que la valeur moyenne
est indépendante du choix de a. On peut donc prendre a = 0.

3. Calculer les valeurs moyennes de

1, sinz, cosz, sinz cosz, sin’z, cos’z, sin’z cos®z.

4. Au vu des exemples précédents, la valeur moyenne d’un produit de fonctions périodiques de méme
période est-elle toujours égale au produit des valeurs moyennes?

11 Exercices a rédiger

11.1 Formule de Wallis

John Wallis (anglais,1616-1703) a obtenu un produit infini qui converge vers = par les considérations
suivantes.

1. Montrer I’égalité

™

Z £l
W, = / sin” x dx = / cos™ xz dz, neN
0 0
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2. Calculer Wy et W;.
3. En intégrant par parties, montrer la relation

-1
annn Wo 2, n>2.

4. En déduire la forme explicite en n de Wy, et de Wap 1.

5. Etablir les inégalités
1
1< o oy L
Wan+1 2n

et en déduire que lim
n—oo 2n+1

=1, ce qui donne la formule de Wallis

2-4-6-

2 1-3-5- (2n—1 o 2k—1D(2k+1)
2 ey | S S|

k=1 k=1

11.2 Suite d’intégrales

On définit la suite numérique

I, = / (Int)™ dt, n € N*
1

1. Montrer que I,, existe Vn € N*.

(-5m)

G. Valent

2. A Taide d’une intégration par parties, établir la relation I,,11 = e — (n + 1)I,, pour n € N*.

3. Montrer les inégalités I}, > I,,41 > 0.

4. En déduire un encadrement de I,, qui permet de déterminer sa limite pour n — 4o0. Quelle est

cette limite?

11.3 Longueur curviligne

Soit un morceau de courbe d’équation cartésienne y(z) pour z € [a,b]. On admettra que la longueur
curviligne (c’est & dire mesurée par un metre qui épouserait la forme de la courbe) est donnée par I'intégrale

/ " AT s

1. Pour un cercle centré sur 'origine et de rayon R, déterminer la longueur du quart de cercle situé

dans le premier quadrant. On précisera y(z) et les valeurs de a et b.

2. Longueur curviligne de la parabole y = az? avec a > 0 entre z = 0 et =

l.

3. Longueur curviligne de la chainette y(z) = Rch (z/R) entre x = —1 et = +1.

11.4 Divers

1. Calculer les intégrales ou primitives suivantes:

w/3 w/3 /3 w/4 dz
/ cos 3z dx, / cos® z dz, / (1 4 tan® u) du, /
0 0 0

2 ?
—n/4 COS®T

dx ¢ boez 2
/—, t?Int dt, / —d, / vz + 2dz,
/T 1 o chz 1

0

/ tan z dz,

2
zeV? dg
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/3 ¢ lnx w/3
/ (1 + tan® 2 + cos(3z))dz, /(xz\/E + e*®)dx, / —5 dz, / cos® z sin? x dx
w/4 1 0

/3 w/3 /4 dz
/ cos* z sinz dz, / cos® z sin” z dz, / gltane —
0 Ik 0 cos™r

2. On considere l'intégrale

I(a)=/1$ a€eR

1224+ 2azx+ 1’

Montrer que si a € I, avec I =] — 1,1[ alors I(a) existe. Transformer cette intégrale par le changement

z+a
de variable u = ———. On veillera & simplifier les bornes et I'intégrand. Utiliser la relation arctan A +
V1—a?

arctan% = m/2, valable si A > 0, pour montrer que I(a) = T

2v/1—a2’

3. Discuter, selon les valeurs des parametres réels a et b, les primitives

/ dx / dx
22 4+ax+b’ V2 tar +b

12 Equations différentielles

12.1 Equations du premier ordre xx

1. Intégrer les équations différentielles:

y —2zy =0, z€ER, zy' —y =0, x> 0.

2. Intégrer les équations différentielles suivantes:

y' -2 =3z, Y -2y=e", ¢y -2=€" Yy -2y=cosdz, y(0)=1

On pourra utiliser la méthode de variation de la constante ou bien chercher une solution particuliere de

la forme

ax + 3, ae™3%, aze’?, asin 3z + 3 cos 3.

3. Intégrer les équations différentielles suivantes:

y' 42y = e® +e2% +e°7, y' =3y = (z?—x)e %2, y' =3y = (z*—1x)e

3z
)

y' +4y = cos 2z —sin 3z,
avec la condition initiale y(0) = 0.

12.2 Equations du second ordre homogénes x*x

Intégrer les équations différentielles suivantes:
2" +3y' =0, Y4y -2=0, y'=4—dy, 4+ +5y=0.

Donner dans chaque cas la solution telle que y(0) = 0 et y'(0) = 1.
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12.3 Equations du second ordre avec second membre x
Intégrer les équations différentielles suivantes:

n

y t+y

! 3z n

—y =€, Yty -2=4 Yy -2y=cosz, Y4y -2y=¢,

y" — 4y’ + 4y = 4e*®, 4" + 4y’ + 5y = €7, y" +y = cos 2z, y" +y = cosz.

13 Exercices a rédiger

13.1 Parachute

Un corps en chute libre, mais freiné par l’air, a pour équation du mouvement selon ’axe Oz

Z=-az—g, a>0, g>0,

ol « est le coefficient de frottement dans lair (supposé constant) et g est ’accélération de la pesanteur.
1. Montrer qu’en variable v = 2 I’équation est du premier ordre.
2. Intégrer celle-ci pour une chute avec vitesse initiale nulle: v(0) = 0.
3. Représenter les variations de la vitesse en fonction du temps et montrer que si ¢ — 0o on atteint

une vitesse limite que ’on exprimera en fonction de g et a. Comment varie cette vitesse limite si g augmente
( de la Lune & la Terre, par exemple)? Si a augmente (on tombe de air dans ’eau, par exemple)?

13.2 Oscillateur harmonique amorti

Soit & résoudre équation différentielle
y" + ay' + W’y = Acos(Qx), A a,w, QER.

Il est bien plus simple de résoudre
2"+ az +w?z = A",
puis en prenant la partie réelle on récupere y.

1. Déterminer z puis y. Discuter selon que 2 # w ou = w (résonance).

2. Discuter le cas limite sans amortissement: « = 0.

13.3 Désintégrations radioactives

La quantité u d’un élément radioactif évolue temporellement selon la loi:

du
il a > o,

ou a est la constante de désintégration, variable selon la substance considérée. On définit la période T
comme le temps au bout duquel la quantité v a diminué de moitié. Donner le lien entre T et a. Sachant
que pour 'uranium 238 on a T = 4,5 10° ans, combien de temps faut-il pour qu’une quantité d’uranium
238 diminue de 1 % ?
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14 Dérivées partielles

14.1 Calculs de dérivées partielles et de différentielles *x

1. Apreés avoir déterminé les domaines de définition, calculer les dérivées partielles premiéres et les
différentielles des fonctions suivantes:

hi=ax+by, fo=ay, fs=zly, fa=e",  fs=2"+y%
2. On passe aux coordonnées sphériques par
¢: x=rcosd, y =rsiné.
Exprimer F(r,0) = f o ¢(x,y). Calculer les dérivées partielles premieres et la différentielle des fonctions

F;=fioppouri=1,5.

14.2 Théoréme de Schwartz *x
Soient les fonction
(z,y) €R — f(z,y) =2y(e® —4?),  (z,9) €R® = f(z,y) =sin(z® +¢?).
1. Calculer les dérivées partielles premiéres et en déduire la différentielle df.
2. Calculer toutes les dérivées partielles secondes et vérifier ’égalité des dérivées partielles croisées

(théoreme de Schwartz).

14.3 Extrema locaux *

1. Soit un parallélépipede de cotés a, b, h sans couvercle et de volume V fixé. Pour quelles relations
entre ces parametres ’aire latérale plus I’aire du plancher est-elle minimale? Valeur du minimum?

2. Montrer que le produit P de trois réels strictement positifs dont la somme S est fixée est extremal
lorsque ces nombres sont égaux. Valeur de P & l'extremum? Nature de ’extremum?

3. Montrer que la somme S de trois réels strictement positifs dont le produit P est fixé est extremale
lorsque ces nombres sont égaux. Valeur de S & extremum? Nature de extremum?

4. Dans le plan xOy on fixe un point A(a,b) avec a, b > 0. On considere les points M (zx,0) et N(0,y).
Déterminer les extrema locaux de la fonction définie par la somme des longueurs AM? + AN? + M N2.



